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CHAPITRE 1

CALCUL VECTORIEL

1. Introduction

Pour la description de certains phénomenes en, par exemple, la mécanique et la physique,
les variables scalaires, représentées par une valeur réelle et une unité (comme, par exemple,
la distance, température, pression) ne suffisent pas. En effet, il est souvent nécessaire de
décrire un phénomene a 'aide d’une variable wvectorielle, qui est déterminée par sa taille,
une direction et un sens, et dans certains cas méme un point initial. Quelques exemples de
variables vectorielles sont la vélocité et 1’accélération d’un point, la force exercée sur une
masse, un déplacement exécutée par une masse.

2. Vecteurs dans le plan et dans ’espace

1. Définitions

Un vecteur (li€) dans le plan ou dans l’espace (de dimension trois) consiste d’une paire
de points A et B dans le plan ou dans l’espace, dans un ordre prescrit. Un vecteur lié
correspond donc avec un couple de points (A, B) dans l’espace considérée. Les points A et
B seront appelés le point initial et le point final (ou point terminal) du vecteur, et on dénote
ce vecteur par AB. Pour la représentation graphique du vecteur A_B, on utilise une fleche du
point A au point B.

VERSION 0.12 5 20 AvVRIL 2008
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Figure 1. Quelques vecteurs liés

Pour un vecteur li¢, le point initial et le point final jouent un réle important. On considere
deux vecteurs liés AB et CD comme différents quand leur points initiaux ou leur point finaux
sont différents, c’est-a-dire,

AB=CD <= A=C et B=D.

Pour certaines applications, le point initial d'un vecteur n’est pas important, et le vecteur
sera seulement utilisé pour indiquer une direction, un sens, et une taille. Deux vecteurs liés
avec la méme taille, direction et sens, mais avec un point initial différent, seront considérés
comme représentants de la méme quantité vectorielle, qu’on appelle un vecteur (libre). Deux
vecteurs liés AB et CD représentent le méme vecteur libre si les couples de points (A, B)
t (C, D) sont “équipollents”, c’est-a-dire qu’il existe une translation (déplacement) 7' de
I’espace qui relie les points initiaux et finaux des vecteurs,

AB=CD <= T(A) = C et T(B) = D.

Les points A, B,C, D forment alors un parallélogramme, ou les couples de points peuvent
étre reliés par une paire de parallélogrammes (dans le cas de points colinéaires). Un vecteur
libre correspond donc a une classe d’équivalence de couples équipollents, ou des vecteurs liés
correspondants. On dénotera souvent les vecteurs libres par les symboles a, g, U,, ... Dans
la suite de ce chapitre, on se concentrera surtout sur ’étude des vecteurs libres, qu’on appelle
“vecteurs”.

Le module ou la longueur |A§\ d’un vecteur lié AB est la distance entre le point initial A et
le point final B du vecteur (ou la longueur de la fleche qui forme la représentation graphique
du vecteur). On appelle module || du vecteur libre ¢ le module d’un représentant arbitraire
AB de ce vecteur libre.

Un vecteur unitaire est un vecteur dont le module est égal a 1. Le vecteur zéro 0 est le vecteur
libre qui correspond aux vecteurs liés dont les points initiaux et finaux sont les mémes, AA.
Le module du vecteur zéro est évidemment égal a 0.

Le vecteur opposé d'un vecteur lié AB est le vecteur BA. Le vecteur libre correspondant au
vecteur opposé BA d’un représentant arbitraire AB du vecteur libre @ est appelé le vecteur
opposé de 7, et on le dénote par —9/. Le vecteur opposé — a la méme direction et taille que
le vecteur ¥, mais son sens est opposé a celui de .
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Figure 2. Vecteurs libres avec quelques représentants

B

Figure 3. Vecteurs opposés
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2. Multiple scalaire d’un vecteur

Considérons un vecteur libre @ et un nombre réel k. On définit alors le multiple scalaire k - @
comme un vecteur ayant la méme direction que d, dont le module est donné par

|k - af = [k] - |a].

Le sens de k - @ et d@ sont identiques (resp. opposés) quand k est positif (resp. négatif).

Y

Figure 4. Vecteur libre avec quelques multiples scalaires

Considérons maintenant un vecteur a différent du vecteur zéro. Il est alors clair que le vecteur

est un vecteur unitaire dans la méme direction et le méme sens que le vecteur d. La
construction d’un vecteur unitaire dans le sens et la direction d’un vecteur donné o est appelé
la normalisation du vecteur .

Figure 5. Normalisation d’un vecteur libre
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3. Somme et différence de vecteurs libres

Considérons deux vecteurs libres a@ et b correspondant aux vecteurs li¢s OA et AB. On
définit alors la somme (ou la résultante) @ + b des vecteurs libres @ et b comme le vecteur

libre correspondant au vecteur lié OB.

v — W

Figure 6. Somme et différence de vecteurs libres

Une méthode alternative pour la construction de la somme est la méthode du parallélogramme.
Si A et B sont les points finaux des vecteurs liés OA et OB qui représentent les vecteurs
libres a et 5, la somme @ + b de ces vecteurs libres est représentée par le vecteur lié Ob, ou
C est le quatrieme sommet d’un parallélogramme formé par les points O, A et B.

La différence de deux vecteurs libresd et b est définie comme une somme
a—b=a+ (-b)

du vecteur a et du vecteur opposé de b.

4. Composantes d’un vecteur libre

En choisissant, pour un vecteur libre donné, un vecteur lié (le représentant) avec un point
initial fixe O, on constate que l’ensemble des vecteurs libres correspond a l’ensemble de
vecteurs liés OV, correspondant a son tour avec I’ensemble des point dans 1’espace considéré
(les points finaux des vecteurs OV).

Considérons maintenant I’ensemble des vecteurs libres dans le plan, et choisissons un systeme
de coordonnées Oxy, formé par deux axes perpendiculaires x et y a travers le point O, sur
lesquels on indique une unité. Un vecteur libre ¢ correspond alors avec le point final V' du
vecteur 1ié OV. Les coordonnées (vg,vy) du point V' sont appelées les composantes ou les
coordonnées du vecteur libre . On conclut que les vecteurs libres dans le plan peuvent étre
représentés comme des paires de nombres réels, U < (vg, vy).

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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Figure 7. Composantes d’un vecteur dans le plan

De la méme facon on construit, dans I’espace de dimension trois, un systeme de coordonnées
Oxyz, formé par trois axes mutuellement perpendiculaires x, y et z a travers le point O,
munis avec une unité. Pour des raisons pratiques, on choisira toujours un systeme positif ou
direct, c’est a dire que l'orientation de 1’axe z sera choisie telle que les trois axes x, y et z
correspondent au pouce, index et majeur de la main droite. Un vecteur libre ¢ correspond
maintenant a un triplet de valeurs réelles, ' < (vz, vy, V), les coordonnées du point terminal

V' du vecteur lié OV représentant le vecteur libre #. Ces nombres réels sont appelés les
composantes ou coordonnées du vecteur v.

Considérons maintenant deux points A et B dans le plan ou dans ’espace, dont les coordonnées
sont données par

A(aw7ay7az)7 B(b$7by7bz)

On montre alors que les composantes du vecteur libre v = OB — O_;él, qui est représenté par
le vecteur lié AB, sont données par

(by — ag,by —ay,b, —a).

Le module d'un vecteur ¢ dont les composantes sont (v, v,) est donné par

|U| =/ Uazc + vgv

et pour un vecteur dont les composantes sont (v, vy, v,), il est donné par

U] = \/v2 + 02 + vZ.

Les composantes du vecteur zéro sont (0,0) ou (0,0, 0).
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CHAPITRE 1. CALCUL VECTORIEL 11

>l -
z ai+tbj+ck
A
C
N
\
N
N
\
N
N
N
N
N
\/
|
|
|
|
|
|
_> |
k“ |
|
|
- b
(6] > 1 »Y
-> AN | //
N
i N : L7
N -
N | -
N | -
N e
N A
N
A/ o o o e D D D - - - - N

X

Figure 8. Composantes d’un vecteur dans l’espace a trois dimensions

Si les composantes du vecteur @ sont (az, ay,) (resp. (az,ay,a)), les composantes du vecteur
k - @ sont données par (kay, ka,) (resp. (kag, kay, ka,)). Les composantes du vecteur opposé
—da du vecteur libre @ seront, par conséquent, données par (—az, —ay) (resp. (—ag, —ay,, —a.)).

Considérons maintenant deux vecteurs libres @ et b, dont les composantes sont (a, a,) (resp.
(az,ay,a)) et (by,by) (resp. (by,by,b.)). Les composantes de la somme sont alors données
par

(az + by, ay +by) resp. (ay + by, ay +by,a; +b,),

et la différence est déterminée par les composantes

(az — by, ay —by) resp. (ag — by, ay —by,a, —b,).

Dans la suite de ce chapitre, on dénote par le symbole i le vecteur unitaire dans la direction de
I’axe x, et pointant dans le sens positif, c’est-a-dire le vecteur libre dont les composantes sont
données par (1,0) (ou (1,0, 0) pour les vecteurs dans I'espace). De la méme facon, le vecteur j
est un vecteur dont les composantes sont (0,1) (ou (0,1,0)), donc un vecteur unitaire dans la

direction et le sens positif de I’axe y, et le symbole k dénote le vecteur unitaire correspondant
a axe z, dont les composantes sont (0,0,1). On montre alors facilement qu'un vecteur
arbitraire @ avec composantes (az,a,) (resp. (as,ay,a,)) peut étre décomposé comme une
somme

d=azi+ ayj, resp. @ = agi + ayj-i— a.k.

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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5. Produit scalaire
Considérons deux vecteurs libres @ et b. On définit le produit scalaire de ces vecteurs comme

a-b=|a-|bl - cosep,

ou ¢ représente ’angle entre les deux vecteurs.

- —>
VXW

(p /
=5
\
Figure 9.
Il est claire que .
a-b==b-a,

et il suit de la définition que

ST
S

Il est également facile a montrer que

montre, en plus, que
(@+b)-¢=a -+ @) -b=k-(a-b).

On conclut que, pour les vecteurs de base i, j (et E) introduits ci-dessus,
_j kRt Tj=iE=fk=u

Par conséquent, le produit scalaire de deux vecteurs dont les composantes sont (a,, a,) (resp.

1 -

(az,ay,az)) et (by,by) (resp. (by,by,b.)) est donné par

azby + ayby(resp. azby + ayby + azb,).
20 AvVRIL 2008
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Considérons deux vecteurs libres @ et b. Par définition,
a-b=|al-|b|-cosey,

et il en suit que I'angle ¢ entre les vecteurs @ et b peut étre calculé a l'aide de la formule

cos =

Considérons maintenant un vecteur @ dans le plan, dont les composantes sont (a,, a,). L’angle
formé par le vecteur @ et ’axe (positif) x est alors donné par

a-i
cosa = |ﬁ =

Qg
| [ o o
az + ay

et angle entre ce vecteur et l’axe (positif) y est déterminé par

Ei-j Qy
cosff = —= =
|al a2 + a2

Les angles entre un vecteur @ = a,i + a,j + a.k dans ’espace et les trois axes du systéme de
coordonnées sont donnés par les trois nombres

ST

-1 a
cosqy = —— = —

— vd IR
al lal
qu’on appelle les cosinus directeurs du vecteur a. Il suit directement que

cos® o+ cos® f 4 cos® v = 1.

6. Projection scalaire et vectorielle

Considérons deux vecteurs libres @ et b. On peut alors construire la projection perpendiculaire
du vecteur @ sur la direction donnée par le vecteur 5, c’est-a-dire qu’on décompose @ comme
une somme

a=1+1,
ot le vecteur ¢ = kb est parallele au vecteur b et i est perpendiculaire a b. Le vecteur  est
appelé la projection vectorielle de @ sur b. On definit la projection scalaire du vecteur @ sur
le vecteur b comme le nombre k|5|, c’est-a-dire, le module du vecteur £, muni d’un signe: la

projection scalaire est positive si ¢ et b ont le méme sens, négative si les deux vecteurs ont un
sens opposé.

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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\j

->
w
->
w
Figure 10.

On détermine la projection scalaire de @ sur b comme

7. Produit vectoriel et produit triple

Considérons deux vecteurs libres a et l; linéairement indépendants, dans 1’espace de dimension
trois. On construit alors un vecteur unitaire 1, perpendiculaire au plan formé par les deux
vecteurs @ et b dont le sens est choisi tel que les vecteurs a, b et i forment un systeme d’axes
(un triedre) positif (régle de la main droite). On définit alors le produit vectoriel @ x b comme
le vecteur .

@l - 1] - | sin o] - 7,

ou  est I'angle entre les vecteurs a et b.

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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¢ //’
=
Figure 11.
Il suit immédiatement de la définition que
Gxb=—bx a,
et que
axb=0

si et seulement si@=0oub=0oud| b.
Il est également facile & montrer que
|G > b] = |d] - [b] - [sin ]

est égal a ’aire du parallélogramme engendré par les vecteurs @ et g, et on peut montrer que

- =,

ix(b+d)=daxb+axé  ax((k-b)y=k-(a@xb).

La définition (et notre choix d’un systéeme de coordonnées positif) nous montre alors que,
pour les vecteurs de base 7, j et k, on a

;x;:fxfzﬁxgzo,
ixi=F jxk=i kxi=j
jxi=—k, kxj=—i, ixk=—j

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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et le produit vectoriel de deux vecteurs aux composantes (az,ay,a) et (bg,by,b,) est, par
conséquent, donné par

(ayb, — azby);+ (a b, — awbz)f—i— (azby — aybx)l;.

Ce produit peut également étre déterminé comme un déterminant (formel)

T J  k
azy Gy G
by b, b,

Considérons maintenant trois vecteurs a, b et ¢ dans ’espace de dimension trois. On définit
le produit triple des trois vecteurs comme le nombre réel

@ (bxa).

Un calcul simple nous montre que, si les composantes des vecteurs sont (az, ay, a,), (bs, by, b.)
et (cz, ¢y, C2), ce produit triple correspond au déterminant

ay Gy Q
by b, b.

Cx Cy Cs

La valeur absolue du produit triple nous donne le volume du parallélépipede engendré par les
vecteurs d, b et ¢, le signe indiquant l'orientation du triedre (positif ou négatif).

-> Cc / / /
h n 3 h // // //

Figure 12.
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3. Equation d’une droite et d’un plan

1. Equation d’une droite

Une droite dans l'espace de dimension trois est completement déterminée par un point
Py (coordonnées (xo,yy,20)) et sa direction, représentée par un vecteur libre (un vecteur
directeur) @ # 0 (composantes (a,b,c)). Un point P (avec coordonnées (x,y, z)) appartient
a la droite si et seulement si le vecteur PJP a la méme direction que le vecteur directeur a,
donc

PP =k-a, keR.

Les composantes du vecteur PyP sont données par (x — 2o,y — Yo, 2 — 20), et on en dérive
I’équation paramétrique de la droite,

T = x9+ ka,
y:y0+kb7
z = zy + kc.

Cette équation donne, pour chaque valeur k € R, les coordonnées d’un point P sur la droite.
En éliminant le parametre k de ces équations, on obtient I’équation de la droite, c’est-a-dire
la condition qui doit étre satisfaite par les coordonnées du point P pour qu’il appartienne
a la droite. Si toutes les composantes du vecteur directeur @ (les nombres directeurs de la
droite) different de 0, on obtient ’équation

r—To Y—Yo 2 =20

a b c

Dans le cas ou une des composantes du vecteur directeur @ s’annulle, par exemple a = 0,
I’équation paramétrique nous donne

y—yozz—zo
b c

T = To,
si deux composantes de ce vecteur s’annullent, par exemple a = b = 0, on trouve I’équation

T = Zo, Y = Yo-

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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2. Equation d’un plan

Un plan dans l'espace de dimension trois est completement déterminé par un point P, avec
coordonnées (xq, Yo, z0) et la direction perpendiculaire au plan, appelée direction normale.
La direction normale est donnée par un vecteur libre 77 # 0 avec composantes (ni,ng, ng).

Un point P appartient au plan si le vecteur P(;P , représentant une direction dans le plan, est
perpendiculaire a la direction normale, donc

PP L 1, PyP -7 =0.

Les composantes du vecteur P(;P étant données par (r — xo,y — Yo, 2 — 20), on obtient une
équation de la forme
ni(z — xo) + na2(y — yo) + n3(z — 20) = 0.

L’équation du plan peut donc étre écrite sous la forme

nizT + noy + n3z =d, d=17-OPy=njzo+ n2Yo + N32o.

Le plan peut également étre fixé a l'aide d'un P, et deux vecteurs directeurs (linéairement
indépendants) dans le plan, ™} = (a1, b1,¢1) et 72 = (a2, b2, c2). Un point P appartient alors
au plan si le vecteur Py P est une combinaison linéaire des vecteurs directeurs 7 et 75,

—

PP = k1T + kQFQ, kl, ko € R,
ce qui nous permet d’obtenir I’équation paramétrique du plan,

r =X + kzlal + kgag,
Yy = Yo + k1b1 + kabo,
z=2zy+ kic1 + koca,

L’équation du plan est alors obtenue par I’élimination des parametres ki et ko, et elle est
donnée par la condition (sur le déterminant d’une matrice)

T—T0 Y—Yo <z2—%0
al b1 C1 =0.
az bo C2

Remarque. Le produit vectoriel 7} X 7 est un vecteur perpendiculaire aux deux vecteurs
directeurs, et donc perpendiculaire au plan. Par conséquent, ce produit vectoriel nous donne
un vecteur normale, et on obtient I’équation du plan en exigeant que

—

P()P . (7?1 X FQ) =0.

La définition du produit triple nous donne alors directement I’équation du plan sous la forme
introduite ci-dessus.

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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4. Fonctions vectorielles

1. Introduction

Définition 1. Une fonction vectorielle est une fonction de ’ensemble R des nombres réels
dans l’espace V' des vecteurs dans le plan ou dans I’espace de dimension trois, qui associe
donc a chaque nombre réel t € R, (au maximum) un vecteur,

PR —= Vit t).

En décomposant le vecteur 7(¢) comme une somme

on peut considérer cette fonction comme une fonction
R—R*:te (a(t),b(t), R —R 1t (a(t),bt), c(t)),

qui associe a chaque t € R les composantes du vecteur.

Si on représente le vecteur 7(¢) comme un vecteur lié OV dont le point initial est un point fixe
O, le point terminal V' des vecteurs décrit une courbe C dans le plan ou dans ’espace. Cette
courbe sera considérée comme la représentation graphique de la fonction vectorielle 7(¢).

Exemple 1. La fonction vectorielle
r(t) = (Rcos(t), Rsin(t)),
décrit le cercle de rayon R, centré a l'origine, et la fonction vectorielle
7(t) = (Acos(t) + a, Bsin(t) + b),
décrit une ellipse dont les demi-axes ont longueur A et B, le centre étant situé au point (a, b).

Exemple 2. La fonction
F(t) = (cos(t), sin(£). 1),

décrit une hélice circulaire autour de 1’axe z, et on a déja montré que

—

7(t) = (at + xo, bt + yo, ct + 2¢)

donne une droite a travers le point (xg, yo, 20) avec vecteur directeur (a, b, c).

VERSION 0.12 20 AvVRIL 2008
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2. Dérivée d’une fonction vectorielle

Considérons une fonction vectorielle 7(t). La dérivée de cette fonction au point ¢ est alors
définie comme le vecteur

. T+ A)=7()
ilglo A ’

a condition que cette limite existe. On dénotera la dérivée par 7 (¢). Comme la construction
nous donne, pour chaque valeur ¢ € R, (au maximum) un vecteur, on obtient une nouvelle

fonction vectorielle,
7R =Vt

qui sera appelée la fonction dérivée de la fonction vectorielle 7(¢).

Si la fonction vectorielle est représentée par ses composantes,

() = (a(®),b(t)),  7(t) = (a(t),b(), (1)),

il est facile & montrer que, en composantes, la fonction dérivée 7 (t) prend la forme
7(t) = (d'(t),0'(1), () = (a'(t), V(). C(¢))-

La fonction dérivée 7 (t) d’une fonction vectorielle étant de nouveau une fonction vectorielle,
on peut définir la dérivée d’ordre deux 7' (t) de la fonction 7(t) comme

7 = ()

Exemple 3. La fonction dérivée de la fonction vectorielle
7(t) = (Rcost, Rsint),

est la fonction vectorielle
7 (t) = (—Rsint, Rcost),

la dérivée d’ordre deux est alors donnée par

7'(r) = (—Rcost,—Rsint).

Exemple 4. La dérivée de la fonction
7(t) = (Rcost, Rsint,t),

est donnée par
7 (t) = (—Rsint, Rcost, 1),

la dérivée d’ordre deux étant
7'(t) = (—Rcost, —Rsint, 0).
Les fonctions dérivées d’ordre un et d’ordre deux de la fonction
7(t) = (at + xo, bt + yo, ct + 2p),
sont données par

7(t) = (a,b,¢),  7(t) = (0,0,0).

Le théoreme suivant donne un résumé des propriétés les plus importantes de la dérivée de
fonctions vectorielles.
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Théoréme 1. Considérons deux fonctions vectorielles
’Fl 3tb—>’l?1(t), ’FQif’—)’FQ(t),

et une fonction réelle

Alors

Il est facile & montrer que la fonction dérivée 7 nous donne, pour chaque valeur de t € R,

un vecteur tangent au point 7(t) = (a(t),b(t), c(t)) a la courbe C qui forme la représentation
graphique de la fonction vectorielle 7(¢). Par conséquent, la dérivée nous livre un vecteur
directeur pour la tangente a la courbe au point 7#(t). On obtient donc, pour la tangente,
I’équation (paramétrique)

7(t) + k' (t), ke R.

Exemple 5. Considérons le cercle de rayon R, représenté par la fonction vectorielle 7(t) =
(Rcost, Rsint). Au point 7(t¢), la tangente est déterminée par I’équation paramétrique

(Rcosty, Rsinty) + k(—Rsintg, Rcosty),

c’est-a~dire que
r = Rcosty — kRsint, y = Rsinty + kR costy.

En éliminant le parametre k& on trouve alors I’équation

costor + sintgy — R = 0.

Si on interprete le parametre ¢ comme le temps, la fonction vectorielle 7(¢) décrit le mouvement
d’un point dans le plan ou ’espace de dimension trois en fonction du temps. Le vecteur dérivé
7 (t) est alors appelé le vecteur de vitesse (instantanée), et on dénote ce vecteur par

La longueur v(t) = [0(t)| = /v2 + v2 du vecteur de vitesse est la vitesse instantanée du point

au moment t. L’angle 7 entre 'axe des = (dans le sens positif) et le vecteur v détermine la
direction dans laquelle le point évolue au moment ¢, et cet angle est calculé a I'aide de la
formule

v
tgT = 2.
Vg
On peut également écrire
vy = U1 = |U]cosT, vy =7-j = |U]sinT
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La dérivée seconde de la fonction vectorielle est appelée vecteur d’accélération (instantanée),
et on la dénote par
7 (t) = d(t) = azi+ ayj.

Le module de ce vecteur est appelé ['accélération (instantanée) au moment t,

a(t) = la(t)| = /a3 +af,

et comme avant,

a L7 o .
tga:a—y, Ay =a-1= acosaq, ay =4a-j=asina,
X

ou «a représente ’angle entre le vecteur d et ’axe x.

3. Longueur d’arc

Considérons une fonction vectorielle 7(t) = (z(t),y(t)) (ou 7 (t) = (z(t), y(t), 2(t))), représentant
une courbe C' dans le plan ou I’espace de dimension trois, et choisissons sur cette courbe deux
points, correspondant aux parametres t = a et ¢ = b. On veut alors calculer la longueur de
l’arc, formé par la courbe C, entre ces deux points (donc la distance entre ces points, mesuré
le long de la courbe C).

Afin de déterminer cette distance, on divise d’abord la courbe en n arcs plus petits, dont les
bornes correspondent aux valeurs du parametre

a=th<t1 <...<t,_1<t,=0,
en on représente ces points par
(ti) = (x(ti), y(t) = (i, ya)-

La longueur de chaque arc est alors approchée par la distance entre les bornes 7(t;_1) et 7(¢;),
qui est égale a

Ai = \/(xz - xi—l)2 + (yi - yi—1)2-

Il suit du théoreme de Taylor que
2(a+A) = 2(a) + (),

ou ¢ € [a,a+ A], et on en déduit que

i =2 (CG)2+ 1 (G)2(t —tiy),

ou (; € [ti_1,t;]. La longueur de I’arc total est, par conséquent, approchée par la somme

A= Z\/x’ 24y (G)2 (i — tia)-
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En divisant I’arc en un nombre plus grand de sous-arcs (plus petits), on obtient une valeur
approchée de plus en plus précise, impliquant que la longueur s de ’arc est donnée par

b
s = lim Z\/m 24+ y"(C)%(t — tio1) / V! (6)2 + o/ (t)2dt = / v(t)dt.

n—oo

Considérons maintenant un point fixe sur la courbe, correspondant au parametre ty. La
longueur de 'arc entre ce point fixe et le point correspondant a la valeur ¢ du parametre est
alors donnée par

_ /tt V' () + v (u)2du,

et, par conséquent, on voit que

% _ \/x’(t)Q +y/' ()2 = |7 (t)| = v(t).

On en déduit que la vitesse instantanée, comme prévu, indique la vitesse avec laquelle la
longueur de I’arc parcouru change en fonction du temps. Il s’agit donc vraiment de la vitesse
du mouvement du point le long de la courbe C.

Exemple 6. Considérons le cercle de rayon R, représenté par la fonction vectorielle
7(t) = (Rcost, Rsint).

On calcule alors facilement que

t) = VR2sint + R2cos?t = R,

et que la longueur de 'arc entre tg = 0 et ¢ est donnée par
t
s(t) = / Rdu = Rt.
0

Définition 2. On dit que la courbe C ou la fonction vectorielle 7(t) est paramétrée par
longueur d’arc si, pour chaque valeur de t,

v(t) = [F(H)] =1,

c’est-a-dire que le vecteur de vitesse est un vecteur unitaire.

Remarque. Pour une telle courbe, il tient que

t
s(t):/ du =t — tg,

to
d’ou il suit que le parametre ¢ correspond, a une constante pres, a la longueur de I’arc, mesurée
a partir d’un point fixe.

Exemple 7. La courbe
t

7(t) = (R cos( =)

R) Rsin(

est paramétrée par longueur d’arc, comme

7 (t) = (—sint, cost), v(t) = Vsin?t + cos? t = 1.
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4. Géométrie différentielle d’une courbe plane

Considérons une courbe C|, représentée par une fonction vectorielle 7(t), et supposons que
cette courbe est paramétrée par longueur d’arc. Il est alors clair que la dérivée 7(t) de la
fonction vectorielle nous donne, pour une valeur arbitraire ¢ du parametre, un vecteur unitaire
#(t) = t(t), tangent & la courbe C' dans le point 7#(t). Comme |(t)|? = (t) - £(t) = 1, il suit
immédiatement que

(i) - 7)) = 20(1) - ilt) =0,

et on conclut que la dérivée seconde 7 (t) = #'(t) est un vecteur perpendiculaire & la tangente
4 la courbe. La longueur du vecteur ¢ (t) est appelée la courbure de la courbe C dans le point
(),
5
r(t) = [£(1)]
Il suit que

t'(t) = w(t)(t),

ou 7i(t) est un vecteur unitaire, perpendiculaire a la tangente en 7(t).

Exemple 8. Le cercle de rayon R est représenté par la fonction vectorielle

t t
7(t) = (Rcos =, Rsin —).
(1) = (Reos 15, Rsin 1)
On calcule que 7 (t) = (—sin < &> COS R), et la courbe est, par conséquent, paramétrée par

longueur d’arc. La dérivée seconde est donnée par

La courbure du cercle est donc indépendant du point, et, au point correspondant au parametre
t, le vecteur normal est donné par

' (t) ¢ ¢
n(t) = = (—cos —, —sin —).
(1) = i = (~cos . —sin )
Définition 3. Le rayon de courbure o(t) d’une courbe en un point 7(t) est le rayon du

cercle dont la courbure (constante) est égale a la courbure k(t) au point considéré,

1

o(t) = o)
Le cercle a travers le point 7(t) ayant, au point 7(t), la méme tangente (dont la direction est
donnée par 7 (t)) et la méme courbure k(t) que la courbe, est appelé le cercle osculant. Le
rayon de ce cercle est le rayon de courbure o(t), le centre du cercle est appelé le centre de
courbure, et il est donné par le (point terminal du) vecteur

(t) + o(t)7i().
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Considérons maintenant une courbe C', décrite par une fonction vectorielle (générale) 7(t).
Dans ce cas, on a

F(t) =0 =B, ult) ==,
ot £(t) représente le vecteur unitaire, tangent & la courbe au point #(¢). Il suit immédiatement
que

76) = () = VO + oodn) = G + (5 ) s
comme, par la regle de chaine, on a
d - d - ds .
Et(t) = Et- = v(t)k(t)7(t).

On conclut que le vecteur d’accélération d(t) a, en général, une composante normale et une
composante tangentielle, données par

. d?s . ds .
G= i), d = (5)PR0a),
et, par conséquent,

|G|

K(t) = —.

<

Exemple 9. Considérons 'ellipse, représentée par la fonction vectorielle
7(t) = (Acost, Bsint).
Il est alors clair que
¥(t) = 7' (t) = (—Asint, Bcost), a(t) =7"(t) = (—Acost,—Bsint),

d’ou il suit que

7 —Asint B cost
v(t) = vV A2sin?t + B2 cos? tt(t) = ( Sin , cos )
VA2sin?t + B2cos?t \/A%sint + B2 cos?

Le vecteur normale étant donné par
. —Bcost —Asint
R e— —— ,
\/AQSIII t+ B2cos?t \/AQSIII t+ B2cos?t

on conclut que la projection scalaire de @ sur ¢ est

- A?%sintcost — B%sintcost
ai(t) =a(t) - t(t) = ='(t),
\/A2 sin?t + B2 cos?t
et que la longueur de la composante normale correspond a
AB

an(t) = @(t) - i(t)

a VA2sin?t + B2cos?t
La courbure de ’ellipse, au point 7(t) est donc égale a

a(t) = ag((t) AB

v2(t)  (A2sin?t+ B2cos?t)2
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5. Calcul différentiel et vecteurs

1. Dérivée directionnelle

Considérons une fonction de deux variables réelles, z = f(z,y), représentée par une surface
S dans 'espace de dimension trois, un vecteur unitaire # dans le plan, dont les composantes
sont (u1,us) et un point Py dans le plan, dont les coordonnées sont (xg, yo). On définit alors
la dérivée (directionnelle) de la fonction f au point Py dans la direction @& comme

Do f = %m% f(zo + kui,yo +kkuz) — f(x0,90)

)

si cette limite existe.

On a déja montré que la droite a travers le point Py et avec vecteur directeur @ est donnée
par ’équation paramétrique

z(t) =xo+tur, y(t)=yo+tuy, 2z=0, telR

Le plan vertical a travers cette droite coupe la surface .S suivant une courbe plane C' a travers
le point (zg, Yo, f(z0,¥y0)). La dérivée directionnelle Dy f peut alors étre considérée comme
le “coefficient angulaire” de la tangente a la courbe C' en ce point, ou la tangente de ’angle
formé par cette tangente et le plan horizontal.

Pour des valeurs suffisamment petites de & € IR, on montre que

0 0
f(x + ku17y + ku?) = f(x,y) + a_ikul + 8_£ku2 + kQR?

ce qui nous permet de conclure que

8
D, f = lim ikm—i_a_gkUQ—i_sz — %u +%u
kS0 k R

Remarque. Si on dénote par o 'angle entre le vecteur 4 et 'axe x (dans le sens positif),
les composantes du vecteur unitaire sont données par (cos a, sin «) et, par conséquent,

Dzf = gcosa—i—gsma

ox oy

Remarque. En considérant une fonction de trois variables f(z,y, z) et un vecteur unitaire
u dans I'espace de dimension trois, on montre de la méme fagon que

Dif = %Cosa-i—g—icosﬂ-i—%cosy.

Les valeurs cos «, cos 3 et cos~y sont, dans ce cas, les cosinus dlrecteurs du vecteur u, c’est-a-
dire les cosinus des angles entre le vecteur « et les vecteurs de base i, j et k.
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2. Champs de vecteurs

Définition 4. Un champ de vecteurs ou champ vectoriel dans le plan est une fonction F
qui associe, a chaque point P du plan, un vecteur libre F(P) dans le plan. Un point P avec
coordonnées (x,y) est alors associé a un vecteur

—

F(P> - Fl(xay);-i_ FQ(xay)ja

qui sera représenté graphiquement comme un vecteur lié (ou une fleche) avec point initial en
P.

De la méme facon, on définit un champ vectoriel dans I’espace de dimension trois comme une
fonction associant a un point P dans l'espace (avec coordonnées (z,y, z)) un vecteur F(P)
dans cet espace, dont les composantes sont données par

F(P) = F1<.’L‘,y, Z);—i_ Fg(x,y,z)j'—i—Fg(x,y, Z)E

Exemple 10. Le champ vectoriel
xr - Yy
1+
V22 a2+ 2

associe a un point P dans le plan un vecteur unitaire, dont la direction correspond a celle de
la droite a travers les points O et P, et qui est donc perpendiculaire au cercle C' passant par
ce point P, centré a 'origine O.

F =

<.

Exemple 11. Le champ vectoriel
F=yi—uxj
associe a un point P du plan un vecteur perpendiculaire au vecteur de ’exemple précédent,

qui est donc tangent au cercle C' passant par ce point. La longueur du vecteur correspond
maintenant a la distance entre les deux points O et P.

3. Gradient d’une fonction

Considérons une fonction z = f(z,y). On définit alors le gradient de la fonction au point P
(avec coordonnées (xg,yp)) comme le vecteur

of - Of

grad f(P) = 9 ——(x0,Y0)t + a—y(xoayo)j-

Pour une fonction de trois variables f(z,y, z) on définit le gradient en un point P(xg, yo, 20)
comme le vecteur
- a -

0 0 -
grad F(P) = 5 (a0, o, 20)7+ 5 (o, 0 007 + G (a0, o, 20)F.

En exécutant cette construction pour chaque point de ’espace considéré, on obtient un champ

vectoriel of . 9f- f of - af
grad f = —xl—l-a—yj, grad f = 8_ +a—y]+a—
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appelé le gradient de la fonction f.

Il est facile a montrer que, pour un vecteur unitaire arbitraire, ¥ = wu1i + usj, la dérivée
directionnelle de la fonction f dans la direction de u, est donnée par

of of
= —ug = (grad f) - u.

O By 2 = (grad f)
On a déja montré que la dérivée directionnelle Dy f nous donne le coefficient angulaire de la
tangente a la surface z = f(z,y), dans la direction du vecteur u, et mesure donc la “pente”
de cette tangente ou la vitesse avec laquelle la fonction f(z,y) change quand on évolue dans
la direction du vecteur 4. On déduit que

Dyf = (grad f) - u = | grad f| - |u| - cos@ = | grad f| - cos ),

ou 0 représente I’angle entre le vecteur u et le gradient grad f de la fonction au point considéré.
La valeur de Dy f dépend, évidemment, du chois du vecteur unitaire , et il est facile a montrer
que la valeur maximle de Dy f est atteinte quand cosf = 1. Dans ce cas, 8 = 0, d’ou il suit
que les vecteurs grad f et @ ont la méme direction. On conclut que le gradient d’une fonction
indique, en chaque point du plan, la direction dans laquelle la fonction z = f(z,y) change le
plus rapidement.

Exemple 12. Le gradient de la fonction z = y/x2 + y? est donné par le champ vectoriel

grad f =

xT - Yy -
2+ 7.
/2 + y2 /2 + y2
Au point P avec coordonnées (3,4) on a

3. 4.
df(P)= 27+ =7
grad f(P) AREE

et ce vecteur nous donne la direction dans laquelle, a partir du point P, la valeur de f(z,y)
change le plus rapidement.

Exemple 13. Le gradient de la fonction f(x,y, z) = zyz est le champ vectoriel dans 'espace,
donné par
grad f = yzi + xzj + xyk.

Remarque. Formellement, on peut considérer le gradient d’une fonction f comme le résultat
de 'application d'un “opérateur différentiel” (appelé “nabla”)

8 - 6 -
vo 27, 95
e + y
ou, dans l'espace de dimension trois,
0~ 0- 0=~
ve 27y 97, 98
P ay‘] + 0z
sur la fonction f. Pour cette raison, on dénotera souvent le gradient de la fonction comme
0~ 0- 0=~
df = ==—i+—=—j+ =k .
grad f =V (axl 5" 5 ) (f)
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4. Divergence et rotationnel d’un champ vectoriel

Considérons maintenant un champ vectoriel
F=FRi+FEj, F=Fi+Fj+ Fk,

dans le plan ou dans l’espace. On définit alors la divergence du champ vectoriel comme la
fonction (de deux ou de trois variables)

. = OF O0F . = OF O0F, OF;
divF = — 4+ — div F' = .
v Ox + oy’ v Ox + Oy + 0z
A Taide de l'opérateur différentiel V, on peut introduire la divergence, formellement, comme
un produit scalaire de V et F',

divF=V-F.

Le rotationnel du champ vectoriel F dans I’espace de dimension trois est définie comme le
champ vectoriel

= (0Fy O0Fy\- (O0Fy O0F3\- (0F, OF)\ >
rOtF_<8y 8z)2+<az_8m)‘]+<6x_8y)k'

De nouveau, on peut décrire le rotationnel, formellement, comme un produit vectoriel de
Iopérateur différentiel V et du champ vectoriel F,

rotﬁ:Vxﬁ,

qu’on calcule & ’aide d’un déterminant (formel)

AR
9 9 9
ox Oy 0z
Fy, Fy Fj3

Exemple 14. La divergence du champ vectoriel

F =2% + ygf
est donnée par
0x?  Oy?

+ = =2z + 2y.

Exemple 15. La divergence du champ vectoriel
F= xyﬂ— yzf+ zxk

est donnée par
- Ory Oyz Ozx

div(F) = ox T oy t5, —ytato
le rotationnel du champ vectoriel étant donnée par
B A
rot(F) = 8% 8% % = —yi — zj — zk.
Ty Yz 2x

Remarque. On montre facilement que, pour une fonction arbitraire f,
rot(grad f) =V x Vf =0,

et que, pour un champ vectoriel arbitraire F ,
div(rot F) = V-V x F = 0.
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6. Calcul intégral et vecteurs

1. Intégrale d’une fonction vectorielle

Considérons une fonction vectorielle

On définit alors I'intégrale définie de cette fonction comme le vecteur

/abf(t)dt:/abx(t)dtf-l— /aby(t)dtf+/abz(t>dt;g_

L’intégrale indéfinie est définie comme la fonction vectorielle

/ 7(t)dt = / o (t)dti + / y(t)dtj + / 2(t)dtk.

Comme chacune des trois fonctions primitives est définie & une constante d’ mtegratlon pres
on remarque que la fonction vectorielle est définie & un vecteur constant C’1Z + C'zj + Csk
pres.

Exemple 16. L’intégrale indéfinie de la fonction vectorielle 7(t) = 27 + cos tf est donnée
par

/F(t)dt — %] +sintj 4+ Cyi + Cyj.

2. Intégrale curviligne ou intégrale le long d’une courbe

Considérons une fonction z = f(x,y), représentant une surface S dans ’espace de dimension
trois, et une courbe C dans le plan z = 0, déterminée par une fonction vectorielle 7(t) =
(z(t),y(t)) (pour les valeurs de t € [a,b]). A travers chaque point de la courbe C, on peut
alors tracer une droite verticale, qui coupe la surface S en un point (z(t), y(t), f(x(t),y(t))).
On construit, en fait, 'intersection du “cylindre” vertical sur la courbe C' avec la surface S,
et de cette facon on obtient une surface dans l’espace de dimension trois.

Afin de calculer I'aire de cette surface, on divise d’abord ’arc C' en n sous-arcs, en choisissant

des valeurs a = tg < t; < ... < t,—1 < t, = b du parametre ¢t. La longueur de chaque
sous-arc sera dénotée par \;,7 = 1...,n. Sur chaque sous-arc, on choisit ensuite un point
(2(&),y(&)) correspondant au parametre & € [t;_1,t;]. L aire de la région au-dessus de I’'arc

C est alors, approximativement, donnée par

Zf(w(fi),y(fi)))\i-

En choisissant des divisions de plus en plus fines de ’arc C, on obtient une valeur de plus en
plus précise pour 'aire de la surface, qui est donc donnée par l'intégrale

JRCCE ngrfoto £
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qu’on appelle intégrale (curviligne) de la fonction z = f(x,y) le long de la courbe C.

En considérant un intervalle infinitésimal (de longueur dt) autour de la valeur ¢ du parametre,
on obtient un arc infinitésimal du point 7(¢) au point 7(¢ + dt). La longueur de cet arc
infinitésimal est donnée par

ds = \/z'(t) t)2dt = |7 (t)|dt,
et l'aire de la région au-dessus de cet arc est, par conséquent,

f(t),y(t))ds = t)) /' (t) t)2dt.

En prenant la somme de ces aires infintésimales, on conclut que

/fds—/f )17 () dt.

Remarque. Si la courbe C est fermée, c’est -a-dire que 7(a) = 7(b), on appelle I'intégrale
curviligne de la fonction le long de la courbe C' la circulation, et on la dénote par

fgf(x,wds

Exemple 17. Considérons la fonction f(z,y) = 22 et le cercle C' de rayon 1, représenté par
la fonction 7(t) = costi + sintj, ¢t € [0,27]. On calcule alors facilement que v(t) = 1 et, par
conséquent, I'intégrale curviligne (la circulation) est donnée par

2m
/ fds :/ cos? tdt = .
c 0

Exemple 18. Considérons maintenant la fonction f(z,y) = x+y, et la courbe C, représentée
par la fonction #(¢) = ti + tj, t € [0,1]. Dans ce cas, on a

et 'intégrale curviligne est, par conséquent, donnée par

/Cfds = /Ol(t+t)\/§dt = V2.

Exemple 19. Pour la fonction f(z,y) = xy, et la courbe C, donnée par 7(t) = ti + t2,

t€[0,1], on a
Fl)=i+2t),  o(t) =1+ 42,
et on en déduit que

1
/fds_/ 31 + 4t2dt = —+—

0 120
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Considérons maintenant le champ vectoriel F = Fyi + ng dans le plan, et une courbe C,
représentant graphiquement une fonction vectorielle 7(t) = m(t)z + y(t)j On peut alors, pour
chaque point P de la courbe, calculer la projection scalaire du vecteur F (P) sur le vecteur
tangent a la courbe C,

Ft:F'—.

On définit alors l'intégrale curviligne de cette fonction F} le long de la courbe C' comme
I'intégrale curviligne du champ vectoriel F' le long de la courbe C. 1l suit de la définition que
cette intégrale curviligne peut étre calculée comme

[ U [ o
/C Fyds = / Fa(t).y(t) - g v(t)dt = / Fa(t), y(t)) - 7 (t)dt.

On dénotera souvent cette intégrale comme

/ﬁiﬁz/mm+5@.
C C

Remarque. Le travail, fait par une force constante F' lors d’'un mouvement rectiligne sur
une distance As, est donné par

W:Ft'AS,

ou F; représente la longueur de la composante de la force F' dans la direction du mouvement.
Considérons maintenant une force F' qui agit sur un point qui bouge le long d’une courbe
C (donnée par 1’équation paramétrique 7(t)). Le travail W fait par cette force est alors
déterminée par l'intégrale curviligne

W:/ﬁdﬁ
C

Exemple 20. Considérons le champ vectoriel F =i+ yf et la courbe (', donnée par une
fonction vectorielle 7#(t) = ti +t25, t € [0,1]. On voit alors que

F(x(t),y(t)) = ti + 2],  dFf = dti + 2tdtj,

et on en déduit que

Exemple 21. Pour le champ vectoriel F de I’exemple précédent, et la courbe C, donnée par
7(t) = ti +tj, t € [0,1]. on voit que

1
/ﬁ-dﬁ:/ odt = 1.
C 0

Exemple 22. Considérons maintenant le champ vectoriel F = —y;+ xj et le cercle C' de
rayon R, représenté par la fonction vectorielle

7(t) = Rcosti 4+ Rsintj, t € [0, 2n].
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Dans ce cas,

F(x(t),y(t)) = —Rsinti + Rcost], di = —Rsintdti + R costdt],

271
fﬁ-d?:/ R2dt = 27 R2.
C 0

3. Théoréme de Green

Considérons un champ vectoriel
F = Fyi+ Fyj

et un domaine S dans le plan, borné par une courbe C'; munie d’une orientation positive.
Supposons que cette courbe C' comprend deux arcs C et Cy entre les deux points P; (dont les
coordonnées sont (a,c)) et Py (avec coordonnées (b, d)). Si on suppose, en plus, que chaque
arc a au maximum une intersection avec chaque droite verticale z = A (resp. chaque droite
horizontale y = B), les arcs sont déterminés par les équations paramétriques

Cr:x=ty=fi(t)t€la,b], Co:ax=ty=fat),t€lab],
resp. les équations paramétriques
Ci:x= gl(t)7y =t te [C,d], Cy:ox= QQ(t),y =tte [C,d].
Il est maintenant facile & montrer que
F L@ gF
[ L=, e
y=f1(2) ay
= [ R o) - B, o)

- [ i [ B, pes
— [ R o [ R A

et que
d 91(y)
[ ]2 [ / O 1,
y=c Jo=galy) OF
d
/ Fa(01(1), ) — Falga(v), w)dy
d d
_ / (o (), y)dy — / Fy(g2(y). y)dy
d c
=/ Fy(g dy+/ F>(92(y),y)dy,
d
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et, par conséquent, on a

oF, OF

[ [EE s = [ mtoitw)vi+ [ Pl

b

+/b Fi(z, fa(x ))daz+/a Py (x, f1(x))de.

Il est également clair que

%Fld!l?:/ Fld.’E—F/ Fld.',E
C Cy C

:/ Fl(t,fl(t))dtJr/baFl(t,fz(t))dt

et de la méme facon on montre que

75 Fady — / Fody + / Fady
C Cq Co

:/ FQ(gl(t),t)dt+/dCFz(gz(t),t)dt7

d’ou il suit que

%ﬁ~dF:7{F1dx+F2dy
C C

C C

= /b F1<t, f1<t))dt—|—/l;a Fl(t, fQ(t))dt+/dF2(gl<t),t)dt+LCFQ(QQ(t),t)dt

On en déduit que
— 0F, O0F;
F-dr= / — — —)dS.
i3 Sor oy

Le résultat obtenu ci-dessus peut étre généralisé au cas d’'une courbe générale, menant au
résultat suivant:

Théoréme 2. (Théoreme de Green) Considérons un champ vectoriel F = Fyi + Fyj dans
le plan et une courbe C, déterminée par une fonction vectorielle 7(t), orientée positivement
(dans le sens inverse des aiguilles d’une montre). Alors

- oFy 0
F-dr= / — — —)dS,
75) s( Ox 0y )

ou S est la région plane, bornée par la courbe C.
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Exemple 23. Considérons le champ vectoriel F = (2zy — 22)i + (x + y?)j et la courbe C,
formée par les arcs

C,:x=ty=1tte(0,1], Co:x=ty=ttel0,1].
On voit alors que

1 0
fﬁ-dﬁ:/ (2t3—t2)+2t(t+t4)dt+/ (263 — )2t + (2 + t2)dt
C 0 1
1

30°

On constate que
0F, OF;

=2l 12,

ox y

//%—@ S = / / (1 — 2x)dydzx
=0 Jy=x2

- [l

0
1

30°

et donc

4. Champs vectoriels conservatifs

Définition 5. Un champ vectoriel F est appelé conservatif ou conservateur s’il existe une
fonction U(x,y) (ou U(z,y, z)) telle que

F = grad U.

La fonction U est appelée le potentiel du champ vectoriel F.

Pour un champ vectoriel conservatif F avec potentiel U(x,y) on voit que

F= Flz-l—ng—a—Uz—I—a—Uj—gradU
ox oy

Par conséquent,

OF,  9*U  0°U  0F,
oy  0xOy Oydx Oz’

et on conclut que

oFy 0F,

oy ox

On déduit alors que, pour une région arbitraire S dans le plan,
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et il suit du théoreme de Green que

fﬁ-dfzo,
C

pour une courbe arbitraire C' dans le plan. En découpant le circuit C en deux arcs C et Cs,

il suit que
/ﬁ~dF:/ F . dr,
Cl C2

et on conclut que la circulation d’un champ vectoriel conservatif ne dépend pas du chemin
suivi, mais seulement du point initial et final du chemin.

On sait que rot(grad f) = 0 pour une fonction arbitraire f, et on en déduit que, pour un
champ vectoriel conservatif F' = grad U, déterminé par le potentiel U,

rot F' = rot gradU = 0.

Un champ vectoriel conservatif n’a donc pas de rotationnel.

Supposons maintenant que le champ vectoriel F (z,y) dans le plan n’a pas de rotationnel,
c’est-a-dire que

0Fy, OF -
rot F=(— — —)k=0.
( ox oy )
Il suit alors directement que F est conservatif.
On démontre, en général, que pour un champ vectoriel sans rotationnel, rot F = 0, la
circulation

fﬁ-dfzo,
C

et que, par conséquent, I'intégrale curviligne |, c F-di ne dépend pas du chemin suivi C entre
deux points.
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