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(GEBRUIKTE SYMBOLEN

& Dit zijn eenvoudige oefeningen, in de eerste plaats bedoeld om de nodige basistechnieken
in te oefenen.

& Dit is een iets moeilijkere oefening, die iets meer inzicht vraagt.
Oefeningen met de hoogste moeilijkheidsgraad, vergelijkbaar met examenoefeningen.
¢ Dit zijn examenoefeningen van de voorbije jaren.

» Deze oefeningen dien je op te lossen als voorbereiding op het labo. Je brengt je oplossing,
of een neerslag van je pogingen, mee naar het labo.

Deze oefeningen worden in het aangegeven labo behandeld.

VERSIE 2.8 16 MAART 2010
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REELE FUNCTIES

f

© 1.1. Stel dat f(x) = sin(z) en g(z) = x. Bepaal het domein van het quotiént 5 van deze

functies. Beschrijf de functies

f+g, f-g9, [fog, gof.

& 1.2. Zelfde vraag voor de functies f(x) = cos(z) en g(z) = 2 + 2x + 3.

€ 1.3. Beschrijf de constructie van de volgende reéle functies.

y=a>+3z+4

’ 6. y=sin(z® + 32?) cos(2z + 1)
2. y=(r+1)(z+2) 7.y =sin(logy(z))
3. y= x+1 8. y=tg(5%"2)
T+ 2 2
4. y= \/m 9. y= &)
5. y = v sine 10. glose(w)sin(z?)
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& 1.4. Bepaal de limiet van de getallenrij.

1 2
Ty = —
n xn = —(10")
n
2. @y = n=(=1)"
n+1 ac ( )1 n
1
_o_ L 7 oz, = ——
3 Tn =290 ! (10)
4. x, = ! 8. wn=(-n)’
§+27m

VERSIE 1.9 25 SEPTEMBER 2008
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Oplossingen - Solutions

1.1. _
i _ s1nx, domi _ R,
g T g

f+9g=z+sinz,

f-g=x- sinz,

go f=sinx,

fog=sinz

1.2.

i:f&, domi:]R,

g z-+2x+4+3 g
f+g=a2>+2x+3+cosz,
f-g=(2*+2x+3)-cosuz,
fog=cos(z? + 2x + 3),
gof=cos’z+2cosx+3

1.3.
. fla) =2%g(z) =3x,h(x) =4, y=f+g+h
2. fle)=x+1,9(z)=2+4+2, y=f-g
3. flx)=x+4+1,g9(x)=x+2, yzﬁ
4. g(x) =V, flx)=2"+z, y=gof
g(z) =€*, f(z) = 2%sinz, y=gof
6. f(x)=2x+1,g(z)=cosxz,p(x) =2+ 32% ¢(z) =sinz,
h=gof,o=1vop,
y=¢-h
. f(z) =logy(x),g(x) =sinz, y=gof
8. f(x)=3x+4+2,9(x)=5% h(x)=tgz, y=ho(gof)
9. fla)=a"g(x)=x, y=g’
10.  f(z) =logy(x),g(z) =sinz®,h=f-g, y=aza"(x)
1.4.
1. 0 5. — o0
2. 1 6. 7
3. 2 7.0
4. 0 8. —o©
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LIMIETEN

2

© 2.1. Bereken, met behulp van de definitie, de limiet van f(z) = x* voor z naderend tot 2.

& 2.2. Gegeven is de functie f(z) = sin(1). Beschouw nu achtereenvolgens de getallenrijen

1 1 1

Ty = —— Ty = ———— Ty = ————
2mn’ Z+2mn’ 37”+27m’

die allen naderen naar 0. Bereken de beeldrijen van deze getallenrijen onder de functie f.
Wat merk je op? Wat besluit je over lim,_sin(L)?

xT

& 2.3. Bepaal

lim —
r—— 00 ,’1;

& 2.4. Toon aan dat

1\" 1
lim (1 + —) = lim (1 + )% = e ~ 2.7182818
e

r——+00 r—0

VERSIE 1.9 11 25 SEPTEMBER 2008
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& 2.5. Bereken de volgende limieten.

lim 22 +4x+9

r—Foo

lim 2 +1
r—Foo

T —2
im
z——2 T + 2

VERSIE 1.9
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Oplossingen - Solutions

De limiet lim,_.¢ sin% bestaat niet! De drie reeksen streven allen naar 0, maar de drie
beeldrijen hebben niet dezelfde limiet (0, 1 en —1).

La limite lim,_.¢ sin% n’est pas définie! Les trois suites données tendent vers 0, mais les

suites des images n’ont pas la méme limite (0, 1 et —1).

Beschouw (bijvoorbeeld) de getallenrij

1 . 1 1
-~ 10n 1071007

In

en bereken de beelden van deze getallenrij:
(1+ 1) =2,0000; (1,1)%=2,5937; (1,01)'% =2 7048; (1,001)'°° =2 7169;...

(Dit is geen volledig bewijs! In principe dien je deze berekening immers uit te voeren voor
elke getallenrij x,, — 0.)

Considérons (par exemple) la suite

1 1
- 1o0n 107 100"

In

et calculons les images des éléments de cette suite:
(1+ 1)t =2,0000; (1,1)%=125937; (1,01)% =2 7048; (1,001)'°° =2 7169;...

(Ceci n’est pas une démonstration complete! A cet effet, il faut montrer que ce comportement
est le méme pour n’importe quelle suite x,, — 0.)

1
1. -
5
+ o0
+ o0
-2 -2
4 lim x = 400, lim z = —00
r——2 x—|—2 r——27 $+2
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CONTINUITEIT
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Oplossingen - Solutions
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AFGELEIDEN

» 4.1. Bereken, met behulp van de definitie, de afgeleide functie van de volgende reéle functies.

1.y 3 3. y=a>+3z+5

» 4.2. Bereken de afgeleiden van volgende functies.

1. y=925—8z* —ba® — 322 + 22+ 1

o 1,32
'y_x x2  x3
3. y=+V2zx+2Vx
3 —2x
4. =
y 34+ 2x

5 y=(1—5x)°

VERSIE 2.8 17 24 OKTOBER 2008
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4.3. (Labo C1) Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.

o

ARl

=3z
Y 5 7.
yzgwg
y =42’ — 32> +7 8.
y=(@+1)Bz-2) o9

y=(1-2)Vz 10.

2 3
y=-
x

3

- — 11.

B 2x
YT 60
3x2+x+1
y=——""—"7""
xr—1
= (s - a)?

(G

y = (z+2)*(z—1)>°

© 4.4. Bereken de afgeleiden van volgende functies.

» 4.5. Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.

» 4.6. Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.

. T
v 1+
3. y=(a?+4)2*(w*-1°* 0 v=

1. y=sin3x 4+ cos 2z
2. y=3sin2x
3. y=4tgdx

1

cos(z)

4. y=secx =

Yy = arcsin 3z

2. y=arcsin(z — 1)

12.

13.
14.

15.

16.

_ 32
Yy (22 + 4)2
T+ -+

VERSIE 2.8
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4.7. (Labo C1/C2) Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.

1. y=sinz+cosx 5 y:‘”tgg
2. y=2xtgx 6. y =sin?z?
1 1 tgx
3. =22 — —sin2z 7. = — arctg —
Y 5 Y /2 g NG
4. y =sinv/z +/xcosx . 1
- Y7 arccose
© 4.8. Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.
1 ! 2
. = cosecT = =
Y sin(z) y=tgw

y = sin?(3z — 2)
Yy = sec’ NZ

y=tg(l—x)°

2. y=a’sinz

3. y= z?sinz 4 2z cosx — 2sinx

4. f(0) = Vcosec 26

® N oo

© 4.9. Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.

3
1. y = arctg 32> 3. y = arctg p

2. y=arcsin(z) —1 4. y=xva?— 22+ a®arcsin z
a

4.10. (Labo C2) Bereken de afgeleide functies van volgende reéle functies.

<4
1. y=2lnx 8. y= S
) ’ e3z
2. Yy = et 9. y = €3x—cos 2x
3. = In(cos 2z cos 3x
y 2( T y=5Y"
4. y=x3"
_ A 2
5. y=Inlntgx . y=logvd -z
—2x
Inz e
6. y==x | 12. y= >
7. Yy = (thL’)Slnx 13 y = (xQ + 2)3(1 _ .'173)4

VERSIE 2.8 24 OKTOBER 2008
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& 4.11. Bereken de afgeleiden van volgende functies.

1. y=In 3xz° 7. y= 3_962
2. y=xlhzr—=x yzan(x—l—S)
3. y=2%3" y = In(In(tg x))
4. y=e *cosx 10. y=tg? e
5. Y= ™ 11. y = arcsine”
6. y=en® 12, y=e°
& 4.12. Bereken de afgeleide van volgende functies.
1 y = .’L‘Qw 3 y = xsinw

4.13. Bereken de afgeleiden van volgende functies.

1
1. y=@Bz+1)(z* —4)(2° — 2)° 8 Y= arcsin x
2 _m3+2x—1 9 = arccos 2o
Y= 302z 12 S 24z
3. y= 14 1 10. y = cos’(cotg /)
r  3xyx 222 sin(z1)
4. y=1In(2®+3) 1. y= 037
1 1 1
5. y=uztg(-) 12, y=— —V3r+ —
x x g
2002
6. y—COQS (x4 4z +1) , 1 1+ cosz\ ?
oy=In|——
7. — L_5 4 1—cosz
sin2x 14. y = eBw—cosQw
15. y =tg(e")
=2z 23. y=\/z+\/rx+Vz
16. y=—3

1 .
2 2
17. y:ln(x “) 25. y = (tgva)’

1
18. y=logy, V4 — a2 26. yzvx?’—l—;

19. y=2a" 27.
20. y = g'810®

28.
21. y=5v"
22, y= (@) 29.

y = sin(cos(2z — 1))
222 — 2z + 3

22—z

2

y:

y=In®sinz

VERSIE 2.8
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Bereken de afgeleide van volgende reéle functies.

1 y=ginVE 9. y=zateV®
. T 2 2z
2. y = arcsin —(——— 10, y=(1+—
1 —2z? < x)
1—2ev , e
3. y = arcsin( 1 2630) t. flz) 26 sin(3z)
+ee 12. y=a™"
4. y=sin(z”) )
) 13. y=2a% 1"
5. y=az®) .
14. y =z

1 .
6. f(x> = x arctg ( T ) 15. y= (lnx)arcsmﬁ

x+1 o
7 fla) = cos(Inx) 16. f(x) = %
' e sin e¥ A\
8. f(x) = In(sin(y/z))e> 5@ 17. y= <1 — 5)

(Labo C2) Bereken de eerste afgeleide van de volgende impliciete functies.

1. By+ay®=2
2. zy—azyP+a2+y>=6
3. xcosy = sin(x +y)

Bereken de eerste en tweede afgeleide van de volgende impliciete functies.

1. x?’y -l—xy?’ =2
2. 2?y—ay*+2* +y?>=0in/en (1,—1)

Bereken de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van de functie y = 22 —4z +1

in het punt x = 2.

Bereken de hoek tussen de z-as en de raaklijn aan de grafiek van de functie y = 2? -3z +5

in het punt x = 2 en in het punt z = 0.

Bereken de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van de functie y = —22+5x—6

in de punten waar y = 0.

VERSIE 2.8 24 OKTOBER 2008
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v 4.20. Bereken de tweede afgeleide van de (impliciete) functie

$2—x4—y2:—1

in het punt (1,1).

&< 4.21. Bereken een benaderde waarde voor de volgende uitdrukkingen, gebruik makend van
differentialen. Controleer telkens de precisie van de afschatting door de bekomen waarde
te vergelijken met de exacte waarde.

1. \/@ 3. sinﬁ

2. V30 4 cos -
10

VERSIE 2.8 24 OKTOBER 2008



HOOFDSTUK 4. AFGELEIDEN

23

Oplossingen - Solutions

4.1.
. (AP -2, : (z+A)—fl=) _
1. ilglo A =3z 3 ill_l)lo A =2r+3
B s e _ wiA—%_ 1
2. ilino A = 4x 4 AII_I}O A =~
4.2.
1. 45x% — 3223 — 1527 — 62 + 2
22 +6x+6
2. —— 1T -1
$4
; 24+ V2
BN
—12
4, —
(34 2x)2
5. —30(1 —52)°
4.3.
12. _—33
1. 3 o 2A6+w) 2\/(3z +5)
9 Bg? ©(6—x)3 13 x(112® + 822 + 3z + 2)
2 o ’ 3 2 )
3. 20(102° —3) g O 002 1 (325 +1)
4. 6r+1 (@ —1) 4., ———
1— 4o 9. 222z —-1)(z—1) x2va? +1
2 2 —
5. YT , 83 15, 6x(2+x)(2 —x)
0. 3/ 1 <$2+4)3
9 — 222 3Vt —1
6. —3 1. (z+2)(x—1)2(br+4) 14 _HWrVetVri+2yrtl
8vr\/x +r\Jr+\x +
4.4. Ly
1 2s/ng ! V 2x+6 +3
. x X
3V 24/5V23 1
2 ﬂ g Vo —1/(z +1)3
- (I+2)8 1
3. 2z(x? +4)(22° — 1)2(132° + 362 — 2) 6.

4/z\/1+ V2

VERSIE 2.8
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4.5.
. 3cos3x — 2sin2x
2. 6cos2x
20
3.
cos? b
n SiIle
cos? x
4.6.
. 3
C V1 =922
1
2., —
V2x — x2
4.7.
_ 5 ; 1 1
1. cosxz —sinzx . gw xCOSQ%
in 2 2
2. w 6. 2usin 2z
cos? x )
3. 2x —cos2zx 7, —
1 14 cos?x
4. F(Qcosﬁ—ﬁsin\/f) 8 1
T )
arccos?(x)v1 — x?
4.8.
cos T 5. 2tgr
. —— cos? x
S 6. 6sin(3z — 2)cos(3x — 2)
2. 2xsinz + z?cosx ’ \/_
3sin/x
3. z’cosx 7, —
2\/x cos* \/x
4 cos 20 5 1)
. - x —
in2 20/ g, —— 7
sin” 20/ cosec 20 o2 (1 — 1)
4.9.
Lo, 3

2. ﬁ 4. 2+/a? — 2

VERSIE 2.8 24 OKTOBER 2008
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1. z%4lnz+1)
) paresin
e
3. —2tg2x —3tg3x
x3%(2 4+ x1n3)
5. 2

In(tg ) sin 2z

6. 2lnzzm*1!

sinx 1
7. (tgz) <—cos .

2
x
2. Inzx
3. x23%(2+x1n3)
4. —e *(cosx +sinx)
5. 2ze”

1. 22%(lnz +1)

me2nx

2.

+ cosx Intg x)

T

423 cosx* — 3sinx*
8. =y
9. 377827 (3 1 2gin 27)
V]
10, 5 nb
2z
T
1. — —m ————
(4 —2?)In10
19, — 2e72%(x 4+ 1)
. — 5

13. 6x(x® +2)%(1 —2)*(1 — 32° — 4x)

6. e %cosx

7. —223% In3

3 2In(z + 3)
’ x+3
1
9. -
In(tgz)sinz cosz

10. sin 3% 3%
cos3 €3

11, —%

1 —e2%

12. e t®

3. 2% (coszlnz + smm)
x
a2 1
4. z¢ e_‘rQ(— —2zlnz)
x

VERSIE 2.8
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1
2 _ 5 4 00,3 _ 92,2 ] _
1. Z(:Z 21)3(272 + E;x 99x° — 28z~ + 36x + 8) V1 22 arcsin® z
2. : 3_2 - 5;_ 9 7\/5
<x2—$+1) C a2+ o)
3. Tt ;/’9_6—1_ 10 5 cos®*(cotg \/7) sin(cotg \/7)
502 x ' 2\/rsin® \/z
4. s 1 423 cos x* — 3sin(z?)
1 1 ’ e3z
5 tg(g)_xco@l 12 _3_ V3 _QCosx
' 3 2y/r  sindx
6. —2(z+ 2)sin(22? + 8z + 2) .
i — (2 — 13. —
- 2(xsinx (m3 5) cos x) ST
sin” & 14. 370827 (3 1 9gin 2)
em
15. c0s2(e™) 03 AWVITVEH VI 4]
16. _26—21;95‘;1 8\/5\/x+\/§\/x—l— T+ \/x
oy 24, 12(22° — 3z +5)3(22% — 1)
17 x4 —1 95 3sin® \/z
18, — T " 2y/xcost/x
19. 2°(lnx+1) C 2Vt + 1
20. 98107 Inz+ hi 10log,o 27.  —2cos(cos(2x — 1)) sin(2x — 1)
1
BV I 5 ¢ 10 98 —4x3\/T + 62%\/7 — 122\/T — 22 + 3
n :
21. NG 2y/x\2x? — 22 + 3(2? — /x)?
2 2 2
99, x($2)+1(2 Inz+ 1) 29. 6z In”sinx” cotgx
VERSIE 2.8 24 OKTOBER 2008
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4.14.
. 1
Sinﬁﬁcosﬁlnx+251nﬁ 9. 7$tgﬁ_1(ﬁlnm+25in\/§cos\/5)
L.z 97 2 cos? \/x
1 2\ > 2 4
2. 10. 14— 2In(1+—) —
(1— 22)v1 - 222 ( +x) @+ 2) - 773)
5 —e? 11.  e**(4sin(3z) 4 3 cos(3x))
\/]_ —2€x(1+26m) 12 3x1n2$—1 1]:12.@
4. (1 1
COSQ(x Jot(Inz +1) 13. m‘r2+x((2m+1)lnx+m+1)
(z%)+1 .
5. = (2Inz+1) 14. 2" Ve (zlnz + 1)
[z —1 1 , Inlnz arcsin /x
6. arctg + 15. 1 arcsin/z
( m-l—l) 2/(z —1)(z +1) (Inz) (Zﬁ«/l—x—i_ rlnx )
. sine” sinlnz — ze® cose® coslnx 16 (23 + 2) cotg /7 — 62%\/x Insin \/
' z sin? @ ' 2\/x(x3 + 2)?
cotg \/x . . 5 4\" 4 4
8. ( — 5sinz Insin /z)e® 5®) 1 1—2) (n(1- 2
2Vz v x (In( x) + T — 4)
4.15.
Ly 3Tyt
) 23 4 32
9 y,:yQ—me—Qx
’ 2 — 21y + 2y
g o COSY— cos(x + y)
Y ~ cos(z +y) + xsiny
4.16. 2 3 2 2 7 N2
oy = STy Ey e Gey 627y 4 Gyt + Gy (y)
' x3 + 3xy?’ x3 + 3xy?
2 y/ — 1, y// — _8
4.17.
m =0
4.18. _ /
r=2: oz:45°:Z, xr=0: «a=108°26,1 =1,89
4.19.
x=2 m =1, x=3 m=—1

VERSIE 2.8 24 OKTOBER 2008
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4.20.

4.21.

—1
1. =100,dz =—-1,v99 ~ 10—|—% =9,95

1
2. x=27,dx =3, {”/30~3+§ =3,1111

in— ~ 2 —0, 3142
ST Y10
1
,co8 — ~ 1
10

VERSIE 2.8
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TOEPASSINGEN VAN AFGELEIDEN

» 5.1. Bepaal de kritische punten van de gegeven functie.

1. ysz

2. y=2a>-3z+1

5.2. (Labo C3) Bepaal de intervallen waar de gegeven functie stijgt. Bepaal de maxima, minima
en buigpunten.

L. y=(z—1)3z—-2)
2. y=—a34+32249zx+5

3r —6
3. =
4 T+ 3

5.3. (Labo C3) Bepaal de richtingscoéfficiént van de raaklijn in de buigpunten van volgende
functies. Ga ook na waar de functies dalend, stijgend , convex en concaaf zijn.

1. y=(2-x)3
/2
t2+9

2. y=
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& 5.4. Bepaal de minima, maxima en buigpunten van volgende functies. Bereken de richtingscoéfficiént
van de raaklijn in de buigpunten. Bespreek ook in welke gebieden de functies stijgend,
dalend, convex of concaaf zijn, en bepaal het domein van de functies. Gebruik al deze
informatie om de grafiek van de functies te schetsen.

3r—6
1 oy=2>-3+32-7 3 Y= m_or 7

9. x’ 4. y=+/x?(x—3)

y:
2 1)2
(z+1) 5. y= Va3 —3x+2

¢ 5.5. Bepaal de minima en de maxima van de gegeven functie. Zoek ook de buigpunten van de
functie en bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van de functie in elk van
deze buigpunten.

y=In(z? +1)
9 g x 9. y=In(z*+27)
: T (e 4 1)2
e 10, y= /o732
3. Y= w22 11. y=+a3—322+4
r—4 1
4. = 12. = —
Y (x —1)2 Y Va2 + 2z +3
5 y_$2—9 13. y= Va(zx —6)2
22 +3
2 g 4. y= /234322 +2

6 y= 57 15. y=Va2+22+4

16. y=e

5.6. (Labo C3) De som van twee getallen is 12. Bepaal de getallen z6 dat het product van het
eerste met het kwadraat van het tweede getal maximaal is.
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5.7. (Labo C3) Als een landbouwer vandaag oogst, zou hij 1200 manden appelen hebben, en
ontvangt hij 2 euro per mand. Voor elke week die hij langer wacht om te oogsten, stijgt
zijn oogst met 100 manden, maar daalt de prijs met 0,1 euro per mand. Binnen hoeveel
weken moet hij oogsten om zo veel mogelijk winst te maken?

5.8. (Labo C3) De oppervlakte van een rechthoekige affiche mag 6m? bedragen. Er moet tekst
op gedrukt worden, waarbij links en rechts 20 cm onbedrukt blijven, en boven en onderaan
50 cm onbedrukt is. Bepaal de afmetingen van de affiche z6 dat de bedrukbare oppervlakte
maximaal is.

5.9. (Labo C3) Van een vierkant stuk karton met een zijde van 12 cm maakt men een doos
zonder deksel door in elke hoek een vierkant met zijde xcm weg te snijden en de randen
om te plooien. Bepaal x z6 dat de doos een maximale inhoud heeft.

#r 5.10. In een gelijkbenige driehoek (Figuur 1) met basis 8 cm en hoogte 10 cm wordt een rechthoek
ingeschreven. Bepaal de afmetingen van de rechthoek z6 dat zijn oppervlakte maximaal
is.

10 cm

8 cm

Figuur 1.

#» 5.11. In een cirkel met straal R = 4 wordt een rechthoek ingeschreven. Bepaal de hoogte en de
breedte van deze rechthoek z6 dat zijn oppervlakte maximaal wordt.

# 5.12. Een rechthoek wordt ingeschreven in de ellips met vergelijking 422 + 9y% = 36. Bepaal de
hoogte van de rechthoek z6 dat zijn oppervlakte maximaal wordt.
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¢ 5.13. Uit een cilindervormige boomstam met straal 60cm wil men een balk zagen. De buigsterkte
van een balk wordt bepaald door het product van de breedte en het kwadraat van de hoogte
van de balk. Bepaal de hoogte en breedte van de balk z6 dat zijn buigsterkte maximaal

wordt.

» 5.14. Bepaal de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de gegeven kromme in het gegeven punt.

y:2x2+1, Ty = —1
y=a%—22% 43z, z9=2

) T
y=sindz, z9= 1

© 5.15. Bereken de vergelijking van de raaklijn en de normaal aan de gegeven kromme in het

gegeven punt.

N =

4.
d.

y=2z>+1, xz9=-1
y:m4—3x2+2m, o =1

x 3T

:t — = —
y=e"+lnzx, x9=1

y=a34+2224+3z, zp€R

& 5.16. Bereken de vergelijking van de raaklijn en de normaal aan de gegeven kromme in het

gegeven punt.

—_

Ll

2, 2 V3 1
-1 yo _Z
ety ;o ( 5 2)
w3+ 3xy? =4, (1,1)
2 +y* =4, (2o,v0)

$2 +3.’L’y+y2 = 57 (x()vy())

VERSIE 2.6

24 OKTOBER 2008



HOOFDSTUK 5. TOEPASSINGEN VAN AFGELEIDEN 33

5.17. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de kromme y = 22 +5 die evenwijdig
is met de rechte gegeven door 12z — y = 17.

5.18. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn met richtingscoéfficiént § aan de ellips
met vergelijking 222 + 4y? = 16.

5.19. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn en de normaal aan de kromme y =
23 + 22? — 4z — 3 in het punt (—2,5).

5.20. (Labo C4) Bepaal het punt van de kromme 3% = 22® waar de raaklijn loodrecht staat op
de rechte met vergelijking 4z — 3y + 2 = 0.

5.21. (Labo C4) Bepaal de punten van de kromme y = 223 + 1322 + 52 + 9 waarin de raaklijn
door de oorsprong loopt.

5.22. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de kromme y? = 20x die een hoek
van 45° maakt met de positieve kant van de x-as.

5.23. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn en de normaal aan de kromme y = tg (%)
: 3T
in zg = 5.
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5.24. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijnen aan de parabool y = 22 in de snijpunten
van de parabool met de rechte y = 2z.

5.25. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn en de normaal aan de kromme y = -5 in

.'E2
het punt z = 2.

5.26. (Labo C4) Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de cirkel 2% + y? = 4, gaande door
het punt (3,0).

@ 5.27. Toon aan dat de normaal in elk punt van de cirkel met vergelijking 2% + y? = 9 door de
oorsprong (0,0) gaat.

&% 5.28. Bereken de coordinaten van de punten waarin de raaklijn aan de grafiek evenwijdig is met
de gegeven rechte.

y=32>+9x+4, 9x—y+7=0
2?4y’ =4, z—y=0
y=cosz, z+y+3=0

2 +3y°=6, =0

Ll e

% 5.29. Bereken de punten waarin de raaklijn aan de grafiek van de functie
flz)=a%—22+5

een hoek van 45 graden maakt met de x-as.

¢r 5.30. Bepaal de punten waarin de raaklijn aan de kromme
x> — xy® =16

horizontaal is.

#» 5.31. Bepaal alle punten waarin de raaklijn aan de kromme
24+ y* =3y =0

horizontaal is.
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# 5.32. Bepaal de punten van de kromme z? + y? = 16 waarin de raaklijn evenwijdig is met de
rechte 4y = x 4+ 1. Bepaal de vergelijking van de normaal op de kromme in deze punten.

# 5.33. Bepaal de vergelijking van alle raaklijnen aan de kromme y = 2 + 3 die door de oorsprong
lopen.

# 5.34. Bepaal de vergelijking van alle raaklijnen aan de kromme met vergelijking y = 23 — 622 +
10z — 1 die evenwijdig zijn met de bissectrice van het eerste kwadrant.

# 5.35. Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de ellips met vergelijking 222 + y? = 3 in alle

snijpunten van deze kromme met de parabool met vergelijking y = z2.

# 5.36. Bepaal de vergelijking van alle raaklijnen aan de kromme met vergelijking y = 2% — 622 +
2x — 5 die evenwijdig zijn met de rechte met vergelijking 6z — 3y + 5 = 0.

7 5.37. Bereken de tweede afgeleide van de (impliciete) functie
m?’y + my?’ =2

in het punt (—1,—1). Ga ook na in welke punten van de kromme de hoek tussen de

normaal aan de kromme en de x-as gelijk is aan 7.

» 5.38. De temperatuur 7' (in Kelvin) van een (afkoelende) vloeistof wordt gegeven door T =
4 + 300e~t, waarbij t de tijd is, uitgedrukt in minuten. Bereken de snelheid waarmee de
vloeistof afkoelt na 1 minuut.

» 5.39. Hoe snel verandert de omtrek van een cirkel, indien de straal verandert met een snelheid
van 1 m/s?
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5.40. (Labo C5) De oppervlakte van een rechthoek, waarvan de lengte het dubbel is van de
breedte, neemt toe met 8cm?/s. Met welke snelheid neemt de lengte toe op het moment

dat de breedte 5cm bedraagt?

5.41. (Labo C5) Twee kinderen bevinden zich op een afstand van 20 m van elkaar. Een van
de kinderen laat een ballon vertikaal opstijgen met een snelheid van 5 m/s. Bereken de
snelheid waarmee de afstand tussen de ballon en de voeten van het tweede kind toeneemt
op het ogenblik dat de ballon zich op 15 m hoogte bevindt.

5.42. (Labo C5) De kabel in Figuur 2 wordt opgerold met een snelheid van 5 m/min. Hoe snel
nadert het bootje op het moment dat het zich 8m van de kade bevindt?

5 m/min
6m

7M

8m

Figuur 2.

5.43. (Labo C5) De filter van de koffiezet in Figuur 3 loopt leeg met een debiet van 4cm3/s.
Er komt geen water meer bij in de filter. Bepaal de snelheid waarmee het waterpeil in de
filter verandert op het ogenblik dat er 4 cm water in de filter staat. Hoe snel stijgt het
vloeistofpeil in de koffiekan op het ogenblik dat dat peil 6 cm bedraagt?
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4cm

: @

1SCQ

6cm

Figuur 3.

# 5.44. Steengruis wordt op een hoop gestort aan 180m®/min. De hoop heeft een kegelvorm,
waarvan de diameter steeds gelijk is aan drie keer de hoogte. Bepaal de snelheid waarmee
de diameter van de basis toeneemt op het moment dat de hoogte 6m bedraagt.

7 5.45. Een vat gevuld met water (Figuur 4) wordt leeggepompt met een constant debiet van
7000cm?/s. Bepaal de snelheid waarmee het waterpeil verandert op het moment dat dat
peil 15cm bedraagt.

60 cm
40 cm
4m
Figuur 4.
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7v 5.46. De inhoud van een cilindervormige tank (straal 10m, hoogte 15m) wordt in een bassin
(Figuur 5) gepompt. Het vloeistofpeil in de tank verlaagt daarbij met 2cm/s. Bereken
de snelheid waarmee het vloeistofpeil in het bassin toeneemt wanneer het peil daar 6m
bedraagt.

30m

15m
10m
/ 10m
10m
Figuur 5.
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Oplossingen - Solutions

5.1.
. 0
5.2. 9
1. Min (Z,——7>
4" 256
Max
3 1
Infl : (1,0)7<_7_ )
] 2" 16 3. Min :
T: ]17"‘00[ Max :
7 IIlﬂ:
! ]—0071[ T:]— 00, =3[U] — 3,400]
2. Min: (-1,0) l:
Max : (3,32)
Infl : (1,16)
Te]=13]
1] =00, —1[U]3, +00]
5.3.
1. Infl: (2,0), O
T
L :] = 00, +o0]
U : ] - 0072[
N :]2, 400
1 V3
2 Infl (_\/§7Z)7 _§
1, V3
Infl: (\/571)7 K
17110, 4+o00]
L] =00,0[
U : ] - \/57 \/§[
N ] — o0, —V3[UV3, +o0]
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1. domf=R
Min :
Max :

Infl : (1,-6)
T:y=-6
T

l:

U :]1,4o00]
N :]—o0,1]

dom f = R\ {1}
Min :

27
Max : (—3,—§
Infl : (0,0)
T:y=0
T:]—o00,=3[U] = 1,400]
L:]-3,-1]

U :]0,4o00]

N :]—o0,—1[U] —1,0]
dom f = R\ {1}

Min :

)

3
Max : -

6
Infl : (4, =
n (79)

T:24+9y—-10=0

1153

L] —00,1[U]3, +00[

U :]4,4o00]

N ] — oo, 1{U]L, 4]

5. domf =R
Min : (1,0)
Max : (—1, V/4)
Infl : (—2,0)

— 9
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5.5.
12. Min :
. Max : —1
1. Min: £+1 8 Min : 0
Max : 0 Infl : 0,-2
5. Min: 0 Max : :
V3 13. Min: 6
Infl: £ — Max : Infl: +4 .
3 M ) 0 MaX . 2
2. Min : Infl = £1 - hdul. Infl : 0
Max : 1 6. Min: 0 : EX .j: 14. Min: 0
Infl : 2 Max : 0 1\1/[1 03 Max: —2
. . in :
3. Min: —2 Inﬂ:iﬁ Infl: 1+£+/3
Max 3 Max: =2 15. Min: —1
7. Min: 0 Infl : 0 S
Infl: —4 Max :
] Max : 11. Min : 2
4. Min : Infl: —4.2
Infl: +£1 Max : 0 ’
Max: 7 fl : 9 16. Min :
Infl : 10 ' Max : 1
Infl : 0,2
5.6.
4, 8
5.7. 4 semaines
5.8.
1,55m x 3,87m
5.9.
2cm

5.10. H=5, L=4
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5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.
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L =42,
L =3v2,

H =42
H =22

H=40v6, B=40V3

—4
2. 7

3v2
STy
4. -1

dr+y+1=0, z—-4y+13=0

y=0, =1
3 3
x—y—%—lz(), x—I—y—g-l-l:O

(e+Dz—y—1=0, z+e+l)y—ec’—e—-1=0
1

_Bxg +4$0+3(x—x0),

y—yo = (3zg + 4z + 3)(x — x0), Y —yo =

yozxg+2x(2)—|—3xo z0o € R

3z—y—2=0, z+V3y=0

r+y—2=0, z—y=0

zox + yoy =4, oy —yor =0

T: (3z0+2y0)y + (220 + 3yo)z = 2(22 + 3z0y0 + ¥5),
N: (220 + 3yo)y — (3wo + 2y0)x = 3(y5 — x7),

Ll
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5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.
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y=12x — 11, y = 12x + 21

6y = x £ V152

1 1
8 16

3
(—1,15), (1,20,90625), (—3,57)
y=x+5
T:y—I—lzm—gg, N:y-i—lz—m—i—?)?7T

y =0, y=4xr —4
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5.25.
T:4y = —x+ 3, N : 4y = 16z — 31

5.26.
y\/5:—2x—|—6, y\/5:2x—6

5.27. (x0,y0) € C : 2oy —yor =0

5.28.
1. (0,4)
2. (V2,-v2),  (—V2,V2)
3. (F+2km0), keN
4. (£v6,0)
5.29.
(1,4), (-1,6)
5.30.
(=2,2V3), (=2,-2V3)
5.31.
(0,0), (2,4)
5.32. A "y T
(\/—1_7,—\/—1_7): dr +y =0, (—\/—1_7,\/—1_7) dr+y=0

5.33. 23z —y =0, 2V3x +y=0

5.34.
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5.35.

5.36.

5.37. v = —1,

5.38.

5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

5.43.

5.44.
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(-1,1):

20 —y+3=0, (1,1):

20 —y—5=0, 20—y —37=0

(1,1), (=1,-1)

—110,4 K/min

2rm/s

0,8cm/s

3m/s

—6, 25m/min

D' = 122m/min = 2,1221m/min

18

20 4+y—3=0
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5.45. W' = —Icm/s = —0,7778cm/s

5.46. )
h = 3—;T0m/s ~1,9cm/s
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PARTIELE AFGELEIDEN

» 6.1. Bereken de afgeleide van de volgende functies (a is een constante).

f(z) = 2* + 3za + Ta?,
g(y) = a® + 3ay + 7y

6.2. (Labo C5) Bereken de gevraagde partiéle afgeleiden van de gegeven functies.

0z 0
L z(w,y) = 2® — day + 3y°, 8_;8_;
0z 0
2. z(z,y) = cosdx — sin(2x + 3y), 8_278_2’
xr oy
2 0z 0z
3. = ¥ Ty
o) =t 2

0z 0%z 0z 0%z 0%z 0%z
8z’ 0x2’ Dy’ Oy2’ dzdy’ Oydx’
0z 0%z 0z 0%z 0%z 0%z

0z’ 0x2’ Ay’ Oy2’ dzdy’ Oydx’

6. z(z,y)=xsiny/z2+ y2, 0z 0=

oz’ Oy’

4. z(z,y) =z +y* —day,

5. z(x,y) = zsiny?,
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6.3. (Labo C5) Toon aan dat voor de functie
z = In(2? + 2y + y?)

geldt dat

0:  0:
oy y@y_'

6.4. (Labo C5) Bepaal de waarde van % in het punt (2, 5).

flay)=zy’—y

6.5. (Labo C5) Bepaal alle partiéle afgeleiden van eerste en tweede orde van de gegeven functie.

flz,y,2) = zyz

6.6. (Labo C5) Bepaal de partiéle afgeleide % van de gegeven (impliciete) functie.

22 (2y + 32) + 3% (3x — 42) + 2 (z — 2y) = 2yz

6.7. (Labo C6) Bepaal de totale differentiaal df van de volgende functies.

6.8. (Labo C6) Bepaal de totale differentiaal df van de volgende functie in het punt (1,1).

f(wﬁz%
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& 6.9. Bereken alle partiéle afgeleiden van de eerste en de tweede orde van de volgende functies.
Bereken eveneens de totale differentiaal van de functies.

1. z=22%— 32y +4y?

T,Y, %) = xY2
2. z=2x"—5zy+y° / y ) Y
) ) z = sin(2z + 3y)
x Y .
3. z:g—l—; 9. =z =sin3xcos4dy
Ty 10.  z =sin(z — vt)
4:. 2’:—2——2 2
Y z 11, z =" T3

5. z=va?+y 12. z = arctg y
T

¢r 6.10. Bereken alle partiéle afgeleiden van tweede orde van de volgende functies. Bereken ook de
totale differentiaal van de functies.

1. f(z,y) = sin(z? + y?)

2. flry)=2"+32%y+In(zy) 120 fz,y)=e""

3. f(x,y) = sin(zy) 13, f(z,y) =n(z +y)

4. flz,y)=zy 14. f(z,y) = zyIn(z)

5. f(z,y) =sinzsiny 15.  f(z,y) =Y

6. f(z,y)= cos(zy) 16.  f(z,y) =2™¥

7. f(z,y) =In(z? +¢?) 17.  f(z,y) = sin(2?® — 5y)

8. z=2" COS(%) 18.  f(x,y) = ev!n®

9. z=a?sin(%) 19 flay) =" >

) 2. flz,y) = e

10. z:yQCos(;) 20, flz,y) =2V

11. z=e""tg(y)

¢r 6.11. Bereken de volgende partiéle afgeleide.

yer
arcsin
rey
— xeY
arctg
yem + zey

# 6.12. Beschouw de functie u(x,t) = 3(t — x)2. Bereken

Tle Sl

0%u P 0%u N 0%u
0x? otox  Ot?
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6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

© 6.17.

© 6.18.

® 6.19.
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(Labo C6) Het vermogen P wordt gegeven door P = Uff. Indien U = 200V en R = 82,
bereken dan (bij benadering) hoeveel het vermogen afneemt wanneer U afneemt met 5V
en R afneemt met 0, 2€).

(Labo C6) Gegeven is een cilinder met straal R = 5 £ 0,05cm en hoogte H = 12+ 0, lcm.
Bereken de maximale fout op het volume.

(Labo C6) Bereken % voor de volgende functies.

z =11 —cosf), r(t) =14+1t3, 0(t) =+/1+1t2

0z 0z
(Labo C6) Bereken % en 7.

z = sin(xy?) — 2%y, x(s,t) = 5% — st, y(s,t) = s*t2.

Bereken de totale afgeleide van de functie z naar de veranderlijke ¢, als

z:x2+3xy—|—5y2, r =sint, y = cost.

Zelfde vraag voor

z = In(z? + ?), r=et y=eé.

Bereken de totale afgeleide van z naar x als

z = x® + 2xy + v, y=e".
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Beschouw de functies
z:xQ-l—xy—I—yQ, r=2r+s, y=1r—2s.

Bereken de partiéle afgeleiden van z ten opzichte van de veranderlijken r en s.

Zelfde vraag voor de functies

u =z + 1y, T =17coss, Yy =rsins.

(Labo C6) Bij een gesloten cilinder met » = 6cm en h = 8cm neemt de straal r toe met
een snelheid van 0, 2cm/s, terwijl de hoogte h afneemt met een snelheid van 0, 4cm/s. Hoe
snel verandert op dat ogenblik

a) het volume;

b) de oppervlakte.

Bij een attractie in een pretpark gebruikt men een cilindervormig rubberbootje met straal
R = 0,5m en lengte L = 3m. Na een ongeval raakt het bootje lek en begint de lucht weg te
stromen met een debiet van 1500cm?®/s. De lengte van het bootje vermindert daarbij met
een snelheid van 0, lcm/s. Bepaal de snelheid waarmee de straal van het bootje verandert.

Een hond wandelt aan een leiband, en bevindt zich 3 meter noordelijk en 4 meter oostelijk
van zijn baasje. De hond loopt naar het noorden met een snelheid van 1m/s, terwijl het
baasje stilstaat en de leiband inkort met een snelheid van 1m/s. Met welke snelheid loopt
de hond naar het westen als de leiband steeds gespannen blijft?

Op de middag vertrekt een schip uit punt A. Het vaart oostwaarts aan een snelheid van
40 km/u. Eén uur later vertrekt een tweede schip vanuit hetzelfde punt A. Dit schip vaart
noordwaarts aan een snelheid van 60 km/u. Bereken de snelheid waarmee de schepen zich
van elkaar verwijderen om 14.00 u.

VERSIE 1.7 04 NOVEMBER 2008



52 DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING - D. AERTS, P. BUEKEN, D. LUYCKX
Oplossingen - Solutions
6.1.
f(x) = 2z + 3a, g (y) = 3a + 14y.
6.2.
0z
1. —=2x—-4 — =4 6
ax T y? ay .CC"— y7
o0 2 ignar—2cos(20 +3y), 0% = —3cos(2x + 3y)
. — = —4sindx — 2 cos(2x — = —3cos(2x
ax y Y ay y Y
0z 2 0z 2
3. 2 — qe¥ Ty 2 — (9 Yy tzy
ax ye Y 6y ( y + x)e Y
0z 0%z 0z 0%z 0%z 0%z
4. Zo=dAr’ 4y, =127 Z=4y® —dx, —— =129° = =4
Ox o Y o2 o oy Y “ Oy? v 0xdy  Oyox ’
0z . o 0% Dz , 0%z 9 9 . o 0%z
5. 5 = S0 5 =0, o = 2xy cosy~, 97 = 2z(cosy” — 2y~ siny~), 9207 = 990z :
6. 9z :sin\/m-i- 2" cos x2+y27 0z = WA m2+y2.
ox /22 4 42 dy /22 + 2
6.3.
0z  2x+y 0z  =+2
or 22+ xy+y?’ oy a2 +ay+y?
6.4.
125
6.5.
ofr _ z or _ xz of _ x
ax - y 9 ay - 9 aZ - y?
2 2 2
i P T S
0x? oy? 022
*f _ 0 P P *f _ Pf
oxdy  Oydxr 0xdz  0z0x 7’ oydz 020y
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0: _
oxr

222y + 32) + 3y% + 22 —yz
xy — 322 + 4y? — 2z2(z — 2y)

df = 2xyt)dx + (42°y>)dy = 2y (ydx + 2xdy),

df = eV® (Zo\jgdx — Sinydy) .

dx — 2dy

dz = (4z — 3y)dz + (—3x + 8y)dy

&: 827::(‘322 _ 3 &:8
Ox? " Oydxr  O0x0y T Oy?
dz = (4z — 5y)dz + (—bx + 2y)dy
(9_22: 8222822 _ . &_2
Ox? " Oydxr  0x0y T Oy?
2 2

= (= Lda+ (2 -y
0%z 2 22 0%z 0%z 20 2y 0%z 2 2x?
0x? y | 2 Oyoxr Ozdy 2 22 0 x| P
4z = (o5 + H)do = (5 + )dy
0%z 6y 0%z 0%z 2 2 0%z 6z
0x2 2%’ Oydxr  Oxdy x®  yB 02yt
ds — xdx + ydy
0%z y? 02z 0%z xy
ox2 (22 +y2)2 Oydu T 0zdy _(xQ +y2)8’
0%z x2
Oy (22 +y?)*
df = L (zdx 4+ ydy + zdz)
0% f y? + 22 0% f 0% f xy
022~ (a2 1+ y2 +22)F Oydr 010y (22442 +22)F)
0%f 0%f Tz 0% f 2 + 22
920w 0x0z _(xQ +y2422)8 Oy? - (22 4 92 + 22)3
o0 f 0% f Yz o0 f z? + y?
020y - 0y0z B _(3;2 + 2 +22)%’ 922 (22 + y2 +22)g
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7. df =yzdx 4+ xzdy + xydz

ﬁ_o *f _ 0*f _, *f _ f
9z2 0 Oydr  0xdy - 0200  0zdz 7
ST T T T
oy? 7 020y  Oydz 7 022
8. dz = cos(2x + 3y)(2dx + 3dy)
0%z , 02z 0%z _ 0%z ,
92 —4sin(2x + 3y), 920y = 92y = —65sin(2z + 3y), a2 = —9sin(2z + 3y)
9. dz = 3cos3x cosdydr — 4sin 3z sin 4ydy
0? 0? 0? 0?
8—332 = —9sin 3z cos 4y, Gxazy = amgy = —12cos 3z sin 4y, 8—?; = —16sin 3x cos 4y
10. dz = cos(x — vt)(dx — vdt — tdv)
& = —sin(x — vt) Oz _ 02 tsin(x — vt) Oz _ Oz vsin(z — vt)
ox2 " Ovdox  Oxdv T O0tdr  O0xOt ’
6—22——# in(z — vt) Oz _ 02 = —cos(x — vt) — tvsin(x — vt)
o2~ 7 T T !
0%z o .
52 = Y sin(z — vt)
11. dz = e$2+3xy((2x + 3y)dx + 3zdy)
0%z 24 30y g2 5 0%z 0z 2
Zc _ Y (4 12 9 — — ,Z°+3zy 2
o2 © (4o + 122y +9y” +2), 0xdy  Ox0y ¢ (62 +9zy +3),
% = €$2+3‘ry9x2
Y
1o, 4y — _Ydrt+rdy
' 2 +y2
0%z 2zy 0%z 0%z y? — 22 0%z 2zy

0x2 (224 y2)2’  0xdy - 0xdy (22 +y2)2" Oy2 (22 +y2)2
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6.10.

1. dz =2cos(z? + y*)(xdx + ydy)

2
% = —4z?sin(x? + y*) + 2 cos(2” + y?),
02z 0%z
— ] : 2 2
Ox0y  0x0y rysin(” +y7),
6—22 = —4y?sin(2? + y?) + 2 cos(z? + y?)
oy?
3 2 1 2 1
2. dz= Su Oy + dx + i))xL_Faly
€ Y
9%z 6x® + 6a?y — 1 0’z 0%z 6 ?z 1
ox? x2 " 9xdy  Oxdy | Oy y?
3. dz = cos(zy)(ydz + xdy)
2 2 2 2
% = —y? sin(zy), 88m8zy = 66x82y = —zysin(zy) + cos(zy), g—yi = —2” sin(xy)
4 4= YTt ody
2. /xy
0%z 0%z 0%z 1 0%z x

___ Y _ _ _
x> dzyzy’ Oxdy  Ozdy 4Ty Oy? 4y /Ty

5. dz = cosxsinydx + sin x cos ydy

8_22 — —sinxsin &% = i = COS T COS 6—22 = —sinzsin

ox? v oxdy  O0xOy v oy Y
6. dz = —sin(zy)(ydx + zdy)

2 2 2 2

% = —y? cos(zy), 88xc9zy — 62682 = —xy cos(zy) — sin(xy), g—yz = —z2 cos(zy)

7y = 2(zdx + ydy)
x? 4 y?
O’z 2(y* —a?) 0%z 0%z —4xy 9%z 22 —y?)

0z (22 +y2)2"  0Ox0y - Oxdy - (x24+y2)2" Oy (22 +y2)2

8. dz = (3x%cos C xysin y)dx — 2% sin ydy
T T T
0% = 62% —y” cos Y + 4y sin Y i = e = y cos Y 2z sin i 0% = —x COoS i
or? x z YRR 0xdy  O0xOy yeos z oy x
2 3
9. dz= (2zsin T2 cos E)d:}z; - x_2 CcoS gdy
Y Y Y Y Y
0%z 22— = n 4x x 0%z 0%z 2  x 32 x
= sin — + — cos —, = = —sin— — — cos —,
dx? y? y oy oy Ox0y Oxz0y ¥ oy oy oy
0%z oz n 223
—— = ——sin— + —— cos —
oy oyt Ty Yty
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3 2
10. dz = y_2 sin L dz + (2y cos Y ¥ gin g)dy
x x r x
& —fcosg—%sing 0%z = 0% y—SC Sg-l-g—‘yQSlng
Ox? xt x a3 x’ Oxdy Oxdy a3 x  x? x’
0%z 222 — 42 y 4y .y
— cos = — —=sin =
oy? x? x T
1. dz =e"ytgydr +e™(zvtgy + —5—)dy
cos?y
0%z 0%z 0%z Yy
Z 0 T2t = = %Y (t 1
6x2 € y gy? 81’8y 6xay € ( gy(xy + ) + COSQy)?
0%z 2z 2tgy
Z 7 _ xy 2t
0y? eV tey + cos?y  cos?y
12. dz = emzy(Qxydx + x2dy)
82,2 2 622 82,2 2 822’ 2
— = 2(1 2 2 Ty — =922(1 2 7y Yo 4 xty
5pz = 2y +227y)e" Y, 9z0y 920y o(1+a7y)e” Y, a7 T
13, do— T
. o
0%z B 1 0%z B 0%z B 1 0%z B 1
0z2  (z+y)? 0xd0y 0xdy  (z+y)? o2 (v+y)?
14. dz=y(1 +Inz)dr + zlnzdy
a_%zg 0% = 0%z =1+Inz &—0
0x2 x’ 0x0y Oxdy T Oy?
15. dz = yaz¥ tdz + ¥ Inady
0%z 0%z 0%z 0%z
gy — 1)z 2 = = 2V 1 (yl 1), —— =2zYIn?
0x? yly = 1)z, 0xdy  Ox0y - (yInz+ 1), Oy v
1
16. dz =1Inyz™Y tdx + ﬂmlnyaly
Yy
0%z 0%z 0%z Inzxlny + 1
— =1 1 — 1)gny—2 — _ ny—12240 5T 2
Ox? ny(ny — 1) " Ox0y  O0x0y v Yy ’
&_ mynz(lne —1)
dy? y?

VERSIE 1.7

04 NOVEMBER 2008



HoOOFDSTUK 6. PARTIELE AFGELEIDEN 57

17. dz = cos(x? — 5y)(2xdr — 5dy)

32 32 82
8—; = 2cos(z? — by) — 42? sin(z? — 5y), Gxﬁzy = 8x(§y = 10z sin(z? — 5y),
62
a—z = —25sin(z? — 5y)
Y
18. dz = ya¥ tdx + z¥ Inzdy
2 2 2 2
% — y(y _ 1).’13y_2, 8882: — 665 — xy_l(ylnx+ 1)7 % =Y 1112.%‘
x xdy xOy Yy
19. dz = em2_5my((2m — by)dx — bxdy)
0?2 2 0%z 0%z 2
—— = (42” — 202y + 25y + 2)e” O™ = = —5(22% — bay + 1)e®” >
622 2
—— = 25p%e” 7O
oy?
y'eIny tga—1
20. dz=“"——F—dz+tgay®* dy
cos?
0%z y*8%Iny 0z 0%z yterl
0x? cost (Iny + sin2), Oxdy  Oxdy  cos?x (tgwiny +1),
2
% —tga(tge — 1)y8* 2
Y
zV¥Ilnx
21. dz = JyzV¥ ldz + dy
02 T Oxdy  Oxdy 2./y ’
0’z V¥V Inz(/ylnz — 1)
dy? B 4y%
6.11.
0 x —1 x
1. — [ arcsin ey - Y ‘
Oy xeYy 2 y(zey — ye®)
5 9 arct yet —mweV\ eV(x —1)
- Oz & yet +xe¥ ) 9.\ /y2e?r — z2¢2v
6.12. 0
6.13.

—125W
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6.14.
8, hrem®
6.15. ; 2
d 4t sin
— = 6rt2(1 — cosf) +
dt ( ) V1+t2
6.16. 5
(9—Z = (25 — t)(y? cos(xy?) — 2xy) + 2st*(2zy cos(zy?) — x?),
S
0
a_j = —s(y? cos(xy?) — 2xy) + 25°t(2wy cos(zy?) — 22).
6.17.
dz . .92 . 2
i (2z + 3y) cost — (3z + 10y) sint = —3sin“t — 8sintcost + 3cos” ¢
6.18.
dz 20 _, n 2y, 262t —e 2t
_ = — e e =
dt ‘,I/.Q _|_ yQ xQ _|_ yQ th _|_ G—Qt
6.19. J
z
i (2x + 2y) + (2x + 2y)e” = 2(x + ) (1 + %)
6.20.
0z
5 = 2z +y) 24 (z+2y) -1 =14r — 3s,
0z
O o (2rty) 1+ 2) (-2) = 346,
6.21. P
(9_u = (22 -coss + (2y) -sins) = 2r,
r
0
8—u = (2z- (—rsins) 4+ 2y - (rcoss)) =0,
S
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6.22.

6.23

6.24

6.25

4, 87rg,

. R’ = 2507 — 1500/300007 ~ —0,0076cm/s

. 2m/s

. 68km/u

3,27rﬁ
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HOOFDSTUK 7

BELANGRIJKE STELLINGEN

7.1. (Labo C6) Bereken de volgende limieten.

3 — 9
1. lim \/_ i !
P 6. lim zln{1+ —
T —tgx T i
. T
2. lim —— = 7. lim(z —1)tg(5)
. m_)
3. lim sm'a: 8. lim(sinz)®
z—0 T —SsInx z=0
.2 45 9. limars
4. lim z—1
r—+oo I + er 1
. Insin 3z
. In 10.  lim -
5. lim z—0 Insinzx
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& 7.2. Bereken de volgende limieten.

z—0  —sinx
. 2P
lim —
x—+oo Inx
. e’
lim —
T——+00 ,’L‘B
. .2
lim ze™®
r—+00
. tgx
lim —————
z—01 — cosx

li i
(e~ 8)

¢ 7.3. Bereken de volgende limieten.

10.

11.

12.

13.
14.

lim zInzx
x—0

lim (sin x)*

z—0

lim (cos x)%
z—0

lim (e* — Sm)%
z—0

8=

lim (e® — 3z)
xr——+00
a
lim x=2
r——+00
lim (1 — cos x)*™®
x—0
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o

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. 3 —4x + 8
im —mmM—
z——4o0 43 — 322 + 6
x3 — 222 —4r + 8
3 —3x2 44

) ( 3 — 622 + 32 )
lim

3 — 1022 + 322 — 32
. xt =203 4210 — 1
lim

r—1 14 — 23 — 322 4+ 52— 2
4

) sin x
@ lim
t—0 142+ 22 + 23
. arctgx
lim —
z—0 SInx

VT

lim
z—+oo Inx

. x?

llm T 39
z—0 (arcsin x)

. Inz

lim T
r——+00 T3

.
lim vz Inx

r—0

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

. 4 2
lim — =
z—0 I 1—coszx
e’ — 2 x—1

lim 6 2
$—>0 m4e$
lim z2lnzx
z—0+

. xd et

lim
r—+oo et

o In(1 +4x

i 121+ 42)
x—0 xX

lim (sin z)*

r—0

1
-1

lim z=

r—1

x

lim (1—e%)°

r——+00

149222\
llm e
x—0 1— 2.’132

r—0

i
Jimg (vg 2

lim (cosz)=

r—0

lim
r——+00

) <1—i—x)%
lim
1—=x

)sinx

L
2

(o2

1
Lim x>

T ——+00

lim
z—7

8

cos?(2z) )

lim (1 —4x)%

r—0
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Oplossingen - Solutions

—_

ANl

RS

+ o0
—+ o0

+ o0
+ o0

10.
11.
12.
13.
14.
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N

10.

11.
12.

13.

14.
15.

16.

© © N o e

= O Wi Wl =

17.

18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

W —
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HOOFDSTUK 8

DE FORMULE VAN TAYLOR-MACLAURIN

& 8.1.

& 8.2.

& 8.3.

O 8.4.

& 8.5.

& 8.6.

Bereken Pg(z) voor de functies f(x) = cos(z) en f(x) = e®. Stel hierbij a = 0.

Bereken de veeltermen FPgs(z) voor f(x) = sin(z) en f(x) = cos(x) wanneer je a = % stelt.
Bereken cos(%) met behulp van Py(z). Hoe nauwkeurig is deze berekening?

Bereken e op vijf decimalen nauwkeurig.

Bereken v/101 op drie decimalen nauwkeurig.

Bereken de reeksontwikkeling van Taylor voor de functie y = Inx rond het punt a = 1.
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&G 8.7. Bereken de reeksontwikkeling van Taylor voor de functie f(x) = sin(x) rond het punt

a = %. Bereken hiermee de sinus van een hoek van 62 graden.

¢» 8.8. Bereken de eerste twee termen uit de Taylorontwikkeling van de functie

flz) =z

rond het punt a = 100. Bereken met behulp van deze reeks de benaderde waarde van /105
en schat de fout die je met deze benadering maakt.

7 8.9. Bereken de eerste zes termen (P5(z)) van de MacLaurin-reeks van de functie
f(x) = arctg x.

Bereken met behulp van deze reeks de benaderde waarde van arctg(1l) = 7.

7v 8.10. Bereken de eerste vier termen (Ps(z)) van de Taylorreeks van de functie

rond het punt a = 27. Bereken met behulp van deze reeks de benaderde waarde van v/30.
Bepaal de maximale fout op deze benaderde waarde met behulp van de restterm Rs(x).

¢» 8.11. Bereken de eerste vijf termen (Py(x)) van de MacLaurin-reeks van de functie
f(z) =In(x +1).

Bereken met behulp van deze reeks de benaderde waarde van In(2). Bepaal de maximale
fout op deze benaderde waarde met behulp van de restterm R4(z).

7 8.12. Bereken met behulp van de Taylor-veelterm Pj(x) rond het punt a = 0 (de eerste vijf
termen uit de Taylorreeks) een benaderde waarde voor cos(55). Bereken, met behulp van
de restterm R4(z), de nauwkeurigheid van dit resultaat.
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Oplossingen - Solutions

.'L'Q x4 .'L'6
Po(x)=1-2 +2 4+ 2
6() 5 T 51T
2 .’ES .’134 .’ES .’136
Ps(z) =1 Tyt T
sl) =ltet o+ g+t 20t @
V3 o1 T V3 T 9 1 T 3
Py =" Tty -y
d B Ty L T B Ty
48 3/ T 240" 30 T 1440V T 30
1 \/§ s 1 T o \/3 T 3
Py =g = o) glemglit ey
1 Ty V3 T 5 1 T g
Ty T ) g )
.’132 .’E4 . .’135
Py(x)=1- 5 - 20’ Ry(x) = —Sln(x())m, xo €0, z],
P4(£) = 0, 707429, |R4(£)| < 0,0025,
cos(%) = 0,707107
.IQ .’L‘S $4 x5 .’L‘6 .’L‘7 ‘,L.8
Py(z) =1 T
s@) =1+et S+ 5 50T 120 T 730 T 5000 T 20320°
9
xXr
R8(m) e 362880’ To 6]07x[7
Ps(1) = 2,718279, | Rs(1)| < 0,000008,
el =e=2,718281
1
a=100, Pi(z)=10+ %(az —100),
1
Ri(z) = ——5(x — 100)%, =z €]100, 2],
8xg
Py(101) = 10,05,  |R1(101)| < 0,000125,
V101 = 10,0499
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8.6. 2 3 1y
lnx:(m—l)—<x_2> (33—3) (33—4)
8.7. 3 3
. ~v3 1 ™ 3 T 1 T\ 3
sinfe) = -+l -y - gy ol -3
V3 Ty 1 .5 V3 T 6
T ey T )
(62°) = sin(Z + =)
S1n 3 90
1 1
V3 ~( _E)_@(m_ff__(m_f)3+£(m_f)4+_.
2 2 3 4 3 12 3 48 3
= 0,88294759
8.8. ]
a =100, Pi(z)=10+ %(m —100),
1
Ri(z) = ——5(x — 100)%, =z €]100, 2],
8x§
Pi(105) = 10,25, | R1(105)| < 0,003125,
v 101 = 10, 24695
8.9.
.’E’S CC5
P(w)=a— "3+ =, Ps(1)=0,86667
8.10.
Py(z) =3+ (2 — 27) — ——(z—27)% + (z — 27)°
ST o7 2187 531441 ’
10
R3(z) = ——— (. — 27)4, xg €27, x|,
243xy’

P3(30) = 3,1072499, |R3(30)| < 0,00002,
/30 = 3,1072325
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8.11.

CCQ .’E’B .’E’4
Px)=a— 42 2
(@) =z-5+3 -7
.’ES
Ry(z) = —— €]o
1) 5(14 z9)5’ 7o €0, 2],
P4(]-) - 075837 |R4(1>| < 07 27
In2 = 0,693
8.12. .
X xXr
Piz)=1- 2 +2
1() > Tor
Ry(z) = —iglowo x5, g €]0, z[,
P4(27T—0) — 0, 9876883615, |R4(27T—0)| < 0,0000008,

s
= 4
€os 55 0, 9876883406
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HOOFDSTUK 9

COMPLEXE GETALLEN

» 9.1. Stel de volgende complexe getallen grafisch voor.

47 2]7 _37 _5j7 1_]7 _3+2]7 _1_3]7 4+2j

» 9.2. Bereken.

L. (1+4)+2
2. 14+ (1+7)
3. 2(1+7)
4. j-j
5. j(1+7)
® 9.3. (Labo C7) Bereken.
44—
1. (=3+55)+ (3 —2j) 1 1 8 933
| 5. (5 =5 +)(2-3)) J |
2. (2+4)3-1) 3 3 o 2731, 1-2
.7 . : .
3. (—2+3j)(—2 - 3j) 6. J 1+2j ' 2+5j
4. (3+45) 7. (A=) 0, ——2
—V3+j
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& 9.4. Bereken of vereenvoudig volgende uitdrukkingen. Stel de resultaten grafisch voor.

15. (1+25)7 ¢
. . r ., | — 3
L (=7+3j)+(2-7) 8. (5—1)(5 + 7)1 +7) 16. -5
2. B+2)+B-2j) 9. (2+34) L 2+
3. j+(1+2)) 10. (1-—3j)° © 344
_ N : . 2—3j 45
4o (=24 V2) = (-24+V2)) 11 (2 )" 18, (2=39)B+4))
6. (1—j)(1+)) 13 19, V8
7. §(2+4)) o 8°V3 |
- J 50 1+25 3+2j
T 3-27 1-2j
» 9.5. Los de volgende veeltermvergelijkingen op.
1. 224+2-2=0
2. 224+16=0
3. 2 —22+2=0
9.6. (Labo C7) Los de volgende veeltermvergelijkingen op.
1. 2°49=0
2. 2 —3z45=0
3. 22 —(2+3j)z—1+3j=0
4. 2% +32°+42-8=0
5 2 —16=0
€ 9.7. Los de volgende veeltermvergelijkingen op.
1. 2% —30x+289=0 3. 2+’ +x+5=0

2. 23 —-5224+92—-5=0 4, z*—-1=0

» 9.8. Bepaal de grafische voorstelling van de volgende complexe getallen. Leid uit deze voorstelling
de modulus en het argument van deze getallen af.

z=5 3. z=-2 5. z=1+4j
2. z=3 4. z=—-3 6. z=-1—3j
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® 9.10.

® 9.11.

& 9.12.

© 9.13.

® 9.14.

HooOFDSTUK 9. COMPLEXE GETALLEN

75

(Labo C7) Bepaal de goniometrische en exponentiéle vorm van de volgende complexe
getallen.

1. 6V3+6j
2. —3—4j
3. 2-2j

(Labo C7) Bereken met behulp van de rekenregels, de exponentiéle voorstelling en de
goniometrische voorstelling.

(3 —3V/35)(—2 — 2V/3j)

(Labo C7) Bepaal met de formule van de Moivre.

1. (V3+4j)?

2. P%+%§f

NS
s <w
no] |
ks
—_
_I_
<
S~—

Bepaal de goniometrische en de exponentiéle vorm van volgende complexe getallen. Bereken
het kwadraat, de derde, vierde en tiende macht van deze complexe getallen. Bereken
eveneens de vierkantswortels en de derdemachtswortels uit de complexe getallen.

1. V343 4. 2(j—1)

. —j 1 V3.

2 V3-J 5.-—§+%;y
V2 V2

X 6. 1—1/3j

Bereken de vierkantswortels, de derdemachtswortels en de vierdemachtswortels uit de
complexe getallen

17 _17 j7 _j

(Labo C7) Los de volgende veeltermvergelijkingen op.

22+ (3-2§)z—5j=0
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&% 9.15. Los de volgende veeltermvergelijkingen op.

1. 23-1=0 4. 2°+V324+32j=0
2. z* —302% +289 =0 5. xt 432 4+ 622 +1224+8=0 (Hint :2j)
3. 2*+1=0 6. x°4+92—26=0

7 9.16. Bepaal alle (complexe) oplossingen van de volgende vergelijkingen.

1. 22=1+4V3 7. 2% =(1+4)>%° 13. 24 —4v3j22—16=0
2. 2 +22+1-5=0 8. 2*+4=0 54096
3. 22+ 4jz—5+/3j =0 9. 2'—222+4=0 (V3+4)7

4. 2+22+j=0 10. 2*+22+1=0 15. 2% = (1+35)%

5. 28 =17 1. 24 =822 +64=0 16. 2°+64=0

6. 23 =(1— ;)% 12. 2% —16V3jz2—256=0  17. 2°—64=0

2 9.17. Bepaal de goniometrische en exponentiéle schrijfwijze van het complexe getal
z=1-iV3,

Bepaal de vierkantswortels uit dit getal en de derde macht ervan.

¢ 9.18. Bepaal de goniometrische en exponentiéle schrijfwijze van het complexe getal
z=2v2 4 2v/2j.

Bepaal de vierkantswortels uit dit getal en de derde macht ervan.

# 9.19. Bepaal de algebraische vorm van het complex getal (1—3)7. Bepaal alle complexe oplossingen
a + bj van de vergelijking

22— (1—4)"x+ 165 = 0.

2 9.20. Bepaal de algebraische vorm van het complex getal
(2 4 2v/35)".

Bepaal alle complexe oplossingen a + bj van de vergelijking

22 =(242V3))".
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2 9.21.

<& 9.22.

2 9.23.

<& 9.24.

% 9.25.

2 9.26.

HoorpsTuk 9. COMPLEXE GETALLEN 77

Bepaal de goniometrische vorm van het complexe getal z = 1 — j. Bepaal vervolgens de
algebraische vorm van het complex getal (1 — 5)°.

Bepaal de goniometrische vorm van het complexe getal 1 + j. Bepaal vervolgens de
algebraische vorm van alle derdemachtswortels van het complex getal (1 + 7).

Bepaal de goniometrische vorm van het complexe getal z = 1+ jv/3. Bepaal vervolgens de
algebraische vorm van het complex getal (1451/3)°. Bereken tenslotte de vierdemachtswortels

uit (1 + 7v/3)°.

Bepaal de goniometrische vorm van de complexe getallen
n=14+34,  2=v2-V6j

Bereken vervolgens de (complexe) oplossingen van de vergelijking

z
Y
)
Bepaal de goniometrische vorm van het complexe getal z; = —1 + 5. Bereken vervolgens

alle (complexe) oplossingen a + bj van de vergelijking 2° = 2].

Bereken (de algebraische vorm a + bj van) alle derdemachtswortels van z = (—3 ++/35)'4.
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9.1.

9.2.

9.3.

.......................................

Oplossingen - Solutions

.....................

...........................

.......................................

L s

747
13
— 74 245

Figuur 6.

347
247
24 2j
1
— 1+

AN

9.

10.

5 — 14j
13

—156 — 248

145
V3+j
2
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9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.
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15 1_2;
| 5 5 557
1. —5+2j 8. ———=J 6 3
) 4 4 16. -+ 2
- 9. —5+12 5 0
3. 1= 10. —26+18) 17 z—%j
4.0 1. —7— 245 s 4213
o2 13. 1. VO
' 18 144
20, —2 4 2%y
65 ' 65°
1.1, -2
2. +4j
3. 14
1. +3j
, 3%V
' 2
3. 142, 14
4.1, —242j
5. +2, +2§

1. 1548 3. +j
2. 1;24 4. +£1,4j

™ LT zj
1. 12(60584—]81116):1266]

2. 5(cos1,2957 + jsin 1,2957) = 5el29°™

7 7 x
3. 2v2(cos Zﬂ + jsin Zﬂ) = 2V/2¢ 7

VERSIE 1.8 19 NOVEMBER 2008



80 DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING - D. AERTS, P. BUEKEN, D. LUYCKX

9.10.
—24
9.11.
1. 8(cosg+jsing):8j
5 87r+_ . 8w
. €COS— + jsin —
3 I
3 T igin © L s 57r+..57r
. COS— in—, cosmw inm, cos— in —
s Tising, sm+ jsinm, s tysin—g
3 3 11 11
4. %(cos%%—jsin%), f/g(cosl—g+jsin1—g),
s 197 .. 197 s 27w L. 2Tr
\/§(0081—6+jsm1—6), \/§(0081—6+jsm1—6)
3 110 .. 1lxw 3 237 .. 237w 3 3om .. 357
. ¥2(cos — il (cos 2 mdil (cos 28 2o
5. V/2(cos 13 + jsin 13 ),  V2(cos 13 + jsin 13 ),  V2(cos 13 + jsin 18)
VERSIE 1.8
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HoOFDSTUK 9. COMPLEXE GETALLEN 81
1. V3+j=26%
22 =24 2V3j;2° =8j; 2 = -8+ 8V/35; 21 =512 — 512V/3j
27 = +(1,37 +0,375)
25 =1,24 +0,225; 0,81 + 0,975; —0,43 — 1, 18
2. V3—j=2%
22 =2-2V3j:2% = —8j;2* = -8 — 8V/3j; 2! = 512 + 512V/3j
27 = +(1,37 — 0,37§)
23 =1,24 — 0,225; 0,81 — 0,975; —0,43 + 1, 185
3 _ V2 éj _ I
2 2
z —j;z3 = 72 — ;j,;fl = —l;zlo =7
27 = £(0,38 — 0,92)
25 = 0,71 —0,714;0,26 + 0,974; —0,97 — 0, 26§
4. 2(j —1)=2V25F
22 = —8j: 2% =16 + 16j; 2* = —64; 21Y = —32768;
27 = £(,64 4 1,557)
25 = —1,3740,375;0,37 — 1,374; 1 + j
5. — % + ?j =%
22 = —% — gj;z?’ =lt=—2+ ?],210 = —% + ?j
27 = +(0,5 + 0,875)
25 = 0,77+ 0,645; 0,94 + 0, 345: 0,17 — 0, 98;
6. 1—V3j=2e%
22 =—-2-9V3j;2% = =82 = —8 +8V3j; 20 = —512 4+ 512V/3j
23 = (1,22 — 0, 715)
23 =1,18 — 0,435; —0,97 — 0,815; —0, 22 + 1, 245
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9.13.
z=1 |z|=1, =0
27 =41
\ 1 V3
s =1+ 2%
z 55
23 = £1; 4]
z=-1 |z|=1, 0=~
z%:j:j
, 1
Aoty V3,
27 2
) 2 V2
2 T 2
T
= =1, 0=—
z=j || =1, 5
. V2 V2
2 =4 (= 4+ 124
z (5 + 5
. V3 o1
§:—.‘:|':— —
z St 5
2% = (0,92 4 0, 385); (0, 38 — 0, 92;)
3
= 1, 6="-
z=-j |z]=1, 5
. V2 V2
7 = (= - Loy
z (5 =59
1 V3 o1
3 = ‘:i:———
28 =it =gl
2% = +(0,92 — 0,385); (0, 38 + 0, 92)
9.14.
—3+2j + v/89(cos 0,167 + jsin0,167)  —3 + 25 + v/89(cos 1,167 + jsin 1, 167)
2 ’ 2
9.15.
1
1 1,——i§j
27 2
2. +4+j
2 V2
2 2
4. 1,35—0,695;1,07+1,074; —0,68 + 1,355; —1,50 — 0, 245; —0, 24 — 1,50
5. —1;-2;425
6. 2;—142V3j
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9.17.

9.18.

9.19.

9.20.

9.21.
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1. +(1,22+0,715)
2. —0,29+40,715;—1,71— 0,715 =0
3. 1,22 —2,715;—1,22 — 1,29
4. 0,46 — 2,10j; —0,46 + 0, 105
5. — ;40,87 + 0,505
6. —10,08;5,04=+ 8,73
7. 325 427,71 — 16§
8. +£14j
9. +£1,2240,71j
10. +0,5=+0,87j
11. 42,45+ 1,415
12. %+ (2+ 3,465); £(3,46 + 27)
13, 4+ (1,73 +5); £(1 4+ 1,73%)
14. —0,42+1,965;—0,81 — 1,835; 1,73+ j: —1,99 + 0, 21j: 1,49 — 1, 34;
15. £32;+16+£27,7j
16. +2j;+EV3+5
17 £2,4+14+/35
2=2e0F, P =-8 27=x24(1,22-0,7L))
p=4elT, 2 =322+ 32v2), 27 =+(1,8540,77j)
8+8j;  4+2V24 (4£2V2))
213 4 2131/35. +(110,9 + 645)
2 =V2eIT, 16— 16
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9.22. |
z =267, +1,73 — j; 25
9.23. |
z=2e"% 2% = =512, +3,36 + 3,36
9.24. ;
z1 = \/5631,
Z9 = 2\/§€j5%,
0,56 + 0, 565; 0,21 — 0,775: —0,77 + 0, 21
9.25. o
z =267,
1,48 — 0,745:1,15+ 1,155; —0, 74 + 1,485; —1,60 — 0, 255; —0, 25 — 1, 607
9.26.

309,8 — 112,85; —252,5 — 211,97; —=57,2 + 324,75
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ONBEPAALDE INTEGRATIE

» 10.1. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

1. /x?’dx

2. /3x2 + 2z + 5dx

3. /Gx%dx 8. /cosx — sin xdx

= &
— —
Ei| — &AH

E% 8

4 /60%61:6 9. /5
% + 1
5, /160\/5x3dx 10. / T
2+x-5
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10.2. (Labo C8) Bereken de volgende onbepaalde integralen (substitutiemethode).

1. /sin2xdm sin 8z
sin® 4x
2. / Vsin x cos xdx 9% — 3
10. /—dx
2 + 62 4+ 13

3 / T dx
z? +1 11. / L dr

0 1+ 24
4. /e_ Tdx 1
12. dx
cos2xy/tgr — 1
5. /(2x2 + 3)%xdm &
13. /(sin4x +tg(l — 2x))dx
5 / dx
\/5(1 — \/5) 14. arccos r — xdw
) 5 V1—22
7. (cosx — sinz)“dx o2
xe

(T i —
8. / C— /3—6_2””2 ’

1+ cos3x

& 10.3. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

1. /x5dx 9. / V1 + ztadde

1 r+1

3 _ 10. —dx
2. /x Vadx 6. /(2_x>3dx e
3. /\/E(x —l)dz 7. /xcos z2dx 11. /sin4x + tg(2z — 1)dz
4 / ! dx 8 cos x sin zdx 12 7x6_2x2 d

’ 2z — 3 ' - 3 _ o222
d. /\/2 — 3zdx 13. /&dx
(1 4 cos2x)?
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10.4. (Labo C8) Bereken de volgende onbepaalde integralen (partiéle integratie).

1. /xsin xdx 6. /Sin2 xrdx

2. /xge‘rzdx 7. /\/ﬁ_xdx

3. /lnxdm 8. /arctg Vadr
4. /xQ\/l — xdx 9. /e% cos 3xdx
5. /arcsinxdx 10. /ﬁdw

& 10.5. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

1. /x sin zdx 6. /x\/l + xdx

11. / e2* cos 3xdx
2. /x sin4xzdx 7. /mQ\/l — xdx

. 12. / sin 3z cos 2zdx
Te
3. x cos 3xdx 8. / ——dx
(14 )2 .3

13. sin® xdx
4. /xe“dm 9. /m arctg zdx

14. /sin4 xdx
5. /xe‘gxdx 10. /arccos 2zdx

10.6. (Labo C8) Bereken de volgende onbepaalde integralen (rationale functies).

_ 1
1. /(x _2%(;_ 5 /mdx
4
/xx;i—f__glxdw 5. /Cosm(ilj—chSQm)dx
/ﬁm 9. /4”34 Zf‘fgf";”gdx
d. /x3:—xd$ 10. /%dw

VERSIE 1.9 30 NOVEMBER 2009



88 DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING - D. AERTS, P. BUEKEN, D. LUYCKX

&% 10.7. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

dx

x? 3r+5
. —_— 6. d
. 1 J 3 /(1—x)3dx /m?’—xz—x—i—l x
' /x2—5x—l—6x 222 + 3 4zt 4 223 — 1222 + 9
4. /*dx 7. dx
s o ==
' 3 —x x2+3x+4d g /x5—x4—|—4x3—4x2+8x—4
e LI (@2 +2)°

10.8. (Labo C9) Bereken de volgende onbepaalde integralen (goniometrische functies).

1. /sin 2x cosdxdx 6. /SiIl4 4 cos? dxdx
2. /3 — 2cosxdx 7. /tg5 rdx
1 2 i
3. / , da 8. / _shsmr
sinx —cosx — 1 sinz(1 + cos z)
3 3
" / 5 T o 9. / T gy
sin® x 1 —sinxz
1 1
5. / 1 dx 10. / 3 dx
cos* cos® &

©% 10.9. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

1. /tg 2xdx 1

5. / 5 dx
2. / sin® zdz 4. / cos? 2z sin? 2zdx cos T

6. / ——dx
3. /tg2 3rdx 3= 2cosw

10.10. (Labo C9) Bereken de volgende onbepaalde integralen (irrationale functies).
1

1. mdw 6. /xarccosxda;
V25 — 22 / 1
vy 7. —d

2 / P -z

1
2 _ ) d
3. /\/x 4dx 8 /1%_\/5 T

1 e’
S, . /7@
22v/9 — 22 Vv1—e®

5 7de 10. / r=9 ~dx
) T (2 — 10z + 21)2
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©&& 10.11. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

1. / V1 —2%dx
2. / V9 + x2dx
| =t
/ 2
3. / V2% — 16dx 16 ;_ x 8. /m arccos xdx
—————dx
4. /\/x2—4dx r2V4 + x?
V25 — 22
5. —dx
x
©&& 10.12. Bereken de volgende onbepaalde integralen.
1 1 e
d / dx )
/x\/l—x v ($—2)\/$+2 9 ,/1_630d:1j
1 r+vVr+1 / 1
——dx . ——d 10. —d
/ 1+ vz 0 / rr2 Vg2
2’ (22 +1)v2z + 1 / 1
d ) 11. ————dx
N / Vorrt @ a1
/ 2 . . / -5 i 19 /#d:p
—dx . - 3
V36 — 22 (22 — 10z + 21)3 (z? —1)2
10.13. (Labo C9) Bereken de volgende onbepaalde integralen.
1 In? g
' \/_ / — cos )
/ 3z —
(z + 2)3
[ s
x
(1 —22)V1+ 22
4 varcsin 5xd / 3a? — 8 de
VI e 22 +5
5. /\/12— 122 — 9a2dz 10 / V9 —1622dx
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©&& 10.14. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

. / 6296
e2r — 1

5 /3362—630-1—2

dx

3 — 222 +x

2
3. /xarctg( v

2,
4. /COS3 x sin® zdx

Xz

+1

dx

) as

1

rln(z? — 2z + 1)dz

— Y — —

¢ 10.15. Bereken de volgende onbepaalde integralen.

7. /e‘r\/ 1 — e2zdx

8. /anrctgxd
‘/x_

x2—2x

19.

20.

21.

22.

23.

5
x° +x

2. / V14 e2rdy
3. 4+ xdm
T

2
sin“x — 4

5. / x cos® xdx

6. /47\,00—1—16&

9.

10.

11.

12.

24.

25.

26.

27.
7 / cos?

28.

w [

/649”—1

/x

/4
CoS T

dx

\/25+x
x—l—9

SlIl T

dx

3z

/ dx
2 — 10z + 25
1)sinvz + ldx

/(x+

/ x+4
z+vr+2

12sinx

T+ 3cosx
—2sinx

s

et —

)(1 — cos(x))?

dx

e’ arctg ( -

263x+62x+26x

dx
(422 — 24z + 27)2

e” cos e®V/ sin? e + 2dx

(322 — 22 —

2) In?(x? — 2z)dx

2sine” ) -
——— ) cose’dx
sine® + 3

S1nx+cosx— 1

2 —|—4m—|—4
sin

-/
e
/ o2 2(1 + cos? 2)
-/
-/
-/

223 arcsin z2dx

2%21/169 — x2dz

Va? + 2z + 5dx
(4 cos®(x) — 16) sin(x) .
29- / cos?(z)(cos(z) — 2) d
(4sin®(z) — 16) cos(z)
50 / sin(z)(sin(z) — 22

6e3T — 12e2% + 48¢e%
1.
3 / e3% 4 64 du
39, /\/x—l— 5x+60)d
— x J—

vV + (10x 4 40)

33. dx
—4x — 21

dx

T — 2e3% 4 2e27 — 2e” + 1
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10.1.

10.2.

10.3.
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Oplossingen - Solutions

.’134

1. —+C
4+

2 +22 452+ C
A3+ C
45Vzt + C
100Vz® + C

v N

1
—§COSQ.I+C
2
gsin%x+0

1
§1n|x2+1\+0

1
—56_2964‘0
3 22 43)8 40
16
1H|L|
1~ VoP
1
x—l—icost-l—C:m—sian-i—C
1 3x
—tg— +C
g8yt
6
T
1. —4+C
6—|—
2
9 2 9.
3. Z2¥Vz—Zayz+C
5 3 10
1 .
4. —In|2z—-3]+C
2 11.
2 3
5. —=(2—-3x)2 +C
9( ) 12.
1
6. ————+C
22— | 13,

1
7. §Sinm2 +C

1
8. —gcos5m+C'

10.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

— arctg

1

5 +C

33

sinxz +cosx +C

R#—C’

In|z? +z—5/+C

sin’ 4z

3

+C

9 3

In|z? + 62 + 13 —§arctg%+0
2\/tgx —14+C

1 1
- Zcos4m+ §ln|cos(1—2x)|—|—0

1
—Qarccosx—i—\/l—xQ—l—C’

9z +1

- +C

54(1 + 3z)3 +

1 2
Zln|3—6_2$ | +C

1
gA+a)i+o

Vi 4+2r—-4+C

1 1
- Zcos4m— 51n|cos(2x— H+C

1
Zln|3—e_2‘r2|—|—0

2(1 + cos 2z) *
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1. —zcosx+sinx+C
1 2 1 =2
2. §x26$ —5630 +C
3. zln|z|—xz+C
2
4, ﬁ(l—m)%(—15m2—12x—8)+0
5. zxarcsinz ++V1—22+C
1 1
6. —Zsin2x+§x+0
4
7. Qx\/l—l-x—g(l—l-x)%-l—C
8. (x+1)arctgvz — vz +C
1
9. 1—362‘1’ (2cos 3z + 3sin2z) + C
e.’E
10. C
1+x+
1. —zcosx+sinx+C 8. ¢ +C
) . rz+1
_ e 1
2. 4xcos4x—|—16sm4x—|—0 9. §(x2+1)arctgm—g+0
1 1
i - 1
3. 3xsm3m+90083x+0 10. marccos?m—§\/1—4x2+0
1 4x 1 4x 3 2
4. er _1_66 +C 11. —e*sin3x + —e* cos 3z
1 ! 13 13
- -3z _ - _—3z 2 3
d. 3356 96 +C 12. —gsin3xsin2x—50083x0082x+0
2 3
= _ 5 1
6. 15(3x 2)1+z)2+C 13. gcos?’x—cosx
2 2 3
_ = —_ )3 3 3
T 105(15x +122 +8)(1 —2)2 +C 14. —Zsin3xcosx+§x—gsinxcosx+0
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10.6.

10.7.
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93

—92)3
1. 1n|%|+0
3 2
2. §+7—|—4x—|—21n|x\—|—51n|x—2|—31n|x—|—2|—|—0
1 3
3. §ln\x|+§ln\x+2\—ln|x—1|—i—C’
2
4. lnjlz-2|—-——+C
T —2
1
5. ln\x|—§ln\x2+1|+0
1 e’ —3 1
6. -1 —+C
9Ill e’ |+361’+
x? 4 1
. ———=3x-61 -1
7 ) 3x —61In|z ‘+x—1+2(az—1)2+0
1
8. —ln|cosx|—|—§ln(1+0082m)—|—0
1
9. 2m2+2x—ln|x—1|+1—+ln|m+2|+C’
—x
10. z+Injz+2/+4ln|z—4[+C
5. 1 2
x+§ln\x — 2z + §
r—3 1 r—1
1. 1 C —l——arctg(—)—i—C’
“x—2'+ NG NG
1 2 -1 1 r+1 4
bl 6. =1 - C
2. 2111 x2 “l_C nx—]_ .'I/'—]_+
2 T+ 2
3. —%—3m—61n|x—1| 2$2+2$—|—1nx_1’
4 1 1
C - C
+x—1+2(m+1)2+ x—1+
) x 1 2 1
bt - —1 2| — ———=
4. 2arctgx+2(1+m2>+0 5 n|z” + 2| (22 + 2)?
1 T
— —arctg | —= | +C
V2 g<\/§)
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10.9.
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1 L cos 2 — = cosbz+ C
. 4 C082z — 5 cosbz
2 T
2. —arctg(v5tg=)+C
3. ln|tg§—1|+0
1 1
4. -— C
3sin3x+sinx+
1
5. gtg3x+tgx+0
1 1 1
6. 1—61'—%81111637—1—92811138374—0
1 1
7. —tgtx— —tg?x +1n| |+ C
4 2 cosT
1, s T x
. o —tgf—+tg— +1n|tg =
8 5 8 2+ g2+n| g2|+C
1
9. SiIl.’L‘—ZCOSQx-I-C
sin x 1 x 1 x
10 ————=-In[l—tg—-|+=In[l1+tg=|+C
deoszp 3Bt Tteglrglniltegf
i 1 1
:72ilonsfx+§ln|l—|—sinx|—§1n|cosx|—|—C’
1
1. —§ln|0082x\+0
) 1 3 o sin x 4sinx 8sinx
' §COS T —COST + 5cos®x  15cos3x  15cosx
1 2 T
3. —te3zx—24+C 6. —=arctg(V5tg =)+ C
3 g3r —x+ NG g( g2)
4 L ingz+ LsinddetC
. —x — ——sin8x + — sin” 4z
16 128 96
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\)

©

10.

4 2
_%4_0
xr

V35— a2 — 5
\/25—x2+51n\+\+0

1 Va2 —4
§x\/x2—4—21n|x++\+0

1v9 — a2
_57'%4_0
e

\/$2—9—3arccos§—l—0
x
2

1 1
% arccos r + Z arcsinz — —zv/1—22+C

4
vi—xz—-1
1n|7x|+0
vi—z+1
2yz — 2In |1+ Vx| + C
-2Vl —er+C
1

+C
Va2 — 10z + 21

1. %arcsinm-i—%mﬂ—i—C

2. gln|x—|—\/9+7|+%x\/9+7$2+0
3. 8In|V/a? — 16— a| + Jov/a? — 16+ C
4. 2In|Vz2 —4—a| + %x\/xQ —44C 8. 29024— 1 recost — lmer C

5 V25 —22+5In

V25 —x%2 -5
x

+C

6. In|v16+22+z|+C

T

‘/4 2
7_ _ i + C’
4x
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10.12.

10.13.
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3
VI—1—1)2 L= 2y
1 ln( x—1) L c 7 13(290—1—1) 2r+1+C
X 1
8. —
2. 2yx—2In|l1+Vz|+C V22 — 10z + 21
2 12 1 =
3, ?(x—Q)%+E(x—2)%+8(x—2)%+16(x—2)5+C’ 9. —2Vl—-er+C
2 1
r V36 — 22 10.  arcsin( T )+ C
4. 18arcsing—f+0
v 2-1
1. |[(Vx+2—2)2 11. ln+—$ +C
5. —=1In +C x
2 r—2
x
6. z+2Vx+1—-2ln|z+2|—2arctgve+1+C 12. —ﬁ-l-c
1. 2yzln*z—8/zlnz + 16y/z+ C
12 4
2. 31 2 — C
n|z+ |+$+2 ($+2)2+
1 V14 22+ V2
3. In +C
22 V1+a22 —V2x
2
4. 1—5arcsin%5x—|—0
2 3 +2\° 8 3 + 2
5. §(3m+2)\/1—< m;— ) —|—§arcsin m;— +C

3coszsin®x + 2cosd x + 2

3sin® z

+C

7. —(2+V2)P+122+Vx) - 16l |2+ V2| + C

1 L 1 T —
8. —§arctge —I—Zln ew+1'+0
3 71 VT
9. —-x— arctg —— + C
Y e AV
1 3
10. — —(9 —162?)2 2
0 640(9 62°)2 (34 82%) +C
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10.14.

10.15.
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1
1. §1n|62x—1|+0

1
2. Inlz?(z -1 — 4 C
nla®(z — 1)+ — +

2 2 1
3. & arctg(—x) Ty %5 In|52% 4 22 + 1

2 r+1 5
3 5 1
—i—%arctg( x;— )+ C,
4. —gcos%m—i—f—lcosnx—%008137m+0

2
5. (z2—1)njz—1]— = —2+C

2
r—3
- +C
9v4x2 — 24x + 27

1
7. In|sine” 4+ V/sin? ez + 2| + —Sine‘r\/sin2 e*+2+4+C

8. (xg—xQ—Qx)lnz( 2x) —
2 sin e* 3 5sine* + 3
9. i tg ———— + — e
sin(e”) arctg p— + 7 arctg 5
10.
23
1. — —2z+3In|z|
3
3 11.
——ln|x2—|—1|—|—arctgx—|—0
Vifer -1
2. 1+62w+—1 +e +C
VT 41 12.
Vitr—2 '
3. 2V4+x+2In +C
V4 + 2 13.
1 -2
4 =In %J&?
2 sinx + 2 14.
2 1 1
5. %-l—stmxcosx—i—Zcos z+C
vr+1-— 1'
6. 8vV1+x+4In +C
Vr+1+1 15.
1 1
7. —arcsine® + —e®/1 — e2% 16
2 2 :
® 3 1 6
8. Earctgx ——ln|1+az\—l—C’ 17.
ver—1-—1
9. arctgve —|— x ‘-{—C

ve—1+1

18.

4 4
(x — 32) In(2? —2x)—i—8x + x2—§x+§ln(az—2)—i—0

9 3 3 3

3
- gln|5sin2696 + 6sine” +9| 4+ C

e? —1
er + 1

2
PR 25)% — 18v/x + 25

\/x—|—25+4)+
VI +25—-4

4
— Zsin®x — 4sinz + 21n

In —2arctge” +C

+ 361n

sinz + 1

o

sinxz — 1

3 4622 — 32z

32
1 2|+ ——
+801In |z + 2| + +2—|—C’

+ arctgcosx + C
cosx

220 -1 ., 1,
arcsin x -l—Zx V1—zt+4+C

4
28561 . T

L —22)3
g aresin oo 4x(169 x?)
169
+ TV 169 — 224+ C

InjvVa2+2zx+5+2+1]+C
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27. 4ln|l1+ +C
19. Injl—e®|4+e*+C oS e
1 93, 21n cos T 2
20. 562$+31n|e$—2|+1n|ex+2|+0 ' 1—cosx| 1—cosx
9-3 .= — 2.
21, 2T F 9431 \/x+9 3'—1—0 29 4cosx—|—cosx 41n|cos®x — 2coszx| + C
" xx+ + 30. 4sinz —4lIn|sinz|+201n|2 —sinz|
22. —arcsin— + ——+C
24— a2 .
—sinz
ve+1-—-2
15 vr+1-2
_5 - 7 32. 10vVz+1+30In | —/——=——
24. 3lIn|z — 5| x_5+C’ VT F1+2
25. —2(z —5)Vr+1lcosva+1 +20arctgvVe +1+4+C
— 1) sin v/ / —3
6@ - Dsinve+1+0 33. 20Vz+2+33m | Y20
26. x—2vVx+2+8In|vVa+2+2 Vo +2+43
rolnVrr2—1/+C +2arctgvae +2+C
4. — +1In|e** + 1| 4 arctge” + C

et —1
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HOOFDSTUK 11

BEPAALDE INTEGRAAL

» 11.1. Bereken de volgende bepaalde integralen.

3 1
1. / zdx 3. / etdx
1 0
s 2 1
2. / sin zdx 4. / —dx
0 1 .’172

11.2. (Labo C10) Bereken de volgende bepaalde integralen.
1
1. / z(1 — /x)*dz
0
2 2
2. / R
1 25 — .'172

4
3. / dx
o 1++x

A
2

4. / 23 cos x2dx
0
L1 — 22
5. dx
1 T
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100 DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING - D. AERTS, P. BUEKEN, D. LUYCKX

& 11.3. Bereken de volgende bepaalde integralen.

s
11. / cos? x sin® xdx
0

2 ud
2 4
1. / 5 x 1dac 6. / tg xdx z
01 Ul 0 . 12. / cos z sin® zdx
- 0
2. / 7. / zvx + bdx
0

3
13. / V9 — 22dx

3
5 /1 Sm—lx / 14 / )
) ——dx
/ﬁ / 0 Vi
1 l-i—av2

27 15.
/ cos® xdx

ot

x““ 16.

11.4. (Labo C10) Bereken de oppervlakte van het gebied tussen volgende krommen.

y=x* =1, x=3, y=0 (2 methoden/méthodes)
y=4x —2% y=0
y=2+x—2% y=0

r=8+2y—19y% =0, y=-1, y=3
y=a>—Te+6, z=2, =6 y=0

y> =6x 1z =06y, (2 methoden/méthodes)
y:m2—5, y:3—x2

e B A o

y=x, = =1>—2 (2methoden/méthodes)

© 11.5. Bereken de oppervlakte van het gebied tussen volgende krommen.

— 2 _16 — —
1. y=4dz—2%y=0 4. y=z"y ﬁ’y 0,z=4
— 2 _ _ 2
2. y=2",y=0,z=0,z =3 y:x—,y—x2—7x—l—12
3. y:mQ,y:x—I—G ) 22 4
6. y"=a2"—=x

11.6. (Labo C10) Bereken de oppervlakte van de ellips, gegeven door

T = acost,
, t €0, 2]
y = bsint),
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11.7. (Labo C10) Bereken a z6 dat de oppervlakte van het vlakke gebied, begrensd door de y-as
en de kromme x = 4 — y? in twee gelijke delen verdeeld wordt door de rechte z = a.

11.8. (Labo C11) Bereken het volume van het gegeven omwentelingslichaam. Gebruik de 2
methoden (schijven en buizen).

1. y=—-22+3, =0, y=0 as/axe x
2. y=4z*, =0, y=16 as/axe y

3. y*=8z, =2, as/axe r = 2

4. y=+z, y=2a> as/axe y

5. 4x% + 9y = 36, as/axe y

11.9. (Labo C11) Bereken het volume van het gegeven omwentelingslichaam.

1. y=4z—2% y=0, as/axe y = 6

T
27
20 —y+4=0, y=22% as/axe r = 2

y=sin2x, x=0, xz= as/axe x

2
3
4. y=+4—=x, eerste kwadrant/premier quadrant as/axe y = —2
5. y=22? y=0, x=25, as/axe r = 6

& 11.10. Bereken het volume van het gegeven omwentelingslichaam.
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2

1. y=z*,2=0,2=2, as/axex

2. y=a*2=02=2, as/axey

3. y=e",x=-2,x=2  as/axecz

4. y=sinz,zr=0,z=m, as/axex

5. y=sinz,z=0,z=m, as/axey

6. y=2x—2°y=ux  as/axex

7. y=a*y=2z, as/axex

8. y=uay=2x, as/axey

9. y=+z,y=2% as/axex
10. 22 +y> =252 —Ty+25=0, as/axex
11. y=+r,y=2% as/axey
12. y=4dax—2%y=0, as/axex
13. y=4dx—2%y=0, as/axey
14. y=22*y=0,2=0,r=5 as/axey
15. y=2222r—y+4=0, as/axex =2

& 11.11. Bereken de lengte van de volgende krommen.

4
1. y=-z,2€]0,3]
3
2
2. yzln(l—xQ),xe[O,g]
3. y=x*2¢c]0,d

4. y=lnsinz,x € [g, g]

11.12. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen.

y=4—22, z=0, y=0
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11.13. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen.

y = 4x — 22, y=x
11.14. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen.
y = 222, y=a2>+1

11.15. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur (in het tweede kwadrant),
begrensd door de volgende krommen.

11.16. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen.

922 + 16y* = 144, eerste kwadrant/premier quadrant

11.17. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen.

&% 11.18. Bepaal het zwaartepunt van de vlakke figuur begrensd door de gegeven krommen.

1. y:4—m2, y=0, =0 x=2
2. y=2a% y=9

11.19. (Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat we bekomen door
het volgende vlakke gebied te laten wentelen rond de aangegeven as.

y=xz°, x=0, x=2, as/axe x
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11.20.

11.21.

11.22.

11.23.

11.24.

&S 11.25.

11.26.

104 DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING - D. AERTS, P. BUEKEN, D. LUYCKX

(Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat we bekomen door
het volgende vlakke gebied te laten wentelen rond de aangegeven as. Gebruik de methode
van schijven en de methode van buizen.

y=4—2% x=0, y=0, as/axe x

(Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat we bekomen door
het volgende vlakke gebied te laten wentelen rond de aangegeven as.

y=4dx —2%, y=uzx, as/axe x

(Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat we bekomen door
het volgende vlakke gebied te laten wentelen rond de aangegeven as.
2 2 _ _ _
-y =16, y=0, z=3§, as/axe y
(Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat we bekomen door
het volgende vlakke gebied te laten wentelen rond de aangegeven as.
(x—2)y*=4, y=0, =3, xz=25, as/axe
(Labo C12) Bepaal het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat we bekomen door
het volgende vlakke gebied te laten wentelen rond de aangegeven as.

y> =122. 2 =3, (eerste kwadrant/premier quadrant), as/axe y

Bepaal het zwaartepunt van de volgende omwentelingslichamen.

1. y=4—-2*2=0,r=2,y=0, as/axex

(Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment van de vlakke figuren, begrensd door de volgende
krommen, ten opzichte van de beide coordinaatsassen.

1. y’=4dz, z=1

2. y:8x3, y=0, =1

3. 4z? 4+ 9y® = 36, (eerste kwadrant /premier quadrant)

VERSIE 1.7 06 DECEMBER 2008



HoOOFDSTUK 11. BEPAALDE INTEGRAAL 105

11.27. (Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen, ten opzichte van de y-as.

y:9—x2, y=20

11.28. (Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment van de vlakke figuur, begrensd door de volgende
krommen, ten opzichte van de z-as.

11.29. (Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment I, van de gelijkbenige driehoek gevormd door
de punten

(0, B), (0,—B), (H,0)

&% 11.30. Bereken het traagheidsmoment van de volgende figuren ten opzichte van de opgegeven
assen.

. y=4—2*x=-2r=2y=0, as/axex

2. y=4—-z“r=-2,xr=2,y=0, as/axey

11.31. (Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment (ten opzichte van de symmetrieas) van het
omwentelingslichaam dat we bekomen door het aangegeven vlakke gebied te laten wentelen
rond de z-as. Gebruik de schijvenmethode en de buizenmethode.

y?> =8z, x =2, ecerste kwadrant/premier quadrant

11.32. (Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment (ten opzichte van de symmetrieas) van de
omwentelingslichamen die we bekomen door het aangegeven vlakke gebied te laten wentelen
rond één van beide coordinaatsassen.

1. y=dx— 2% y=20

11.33. (Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment (ten opzichte van de symmetrieas) van het
omwentelingslichaam dat we bekomen door het aangegeven vlakke gebied te laten wentelen
rond de xz-as. Gebruik beide methodes.

z? =8y, y=2, eerste kwadrant /premier quadrant
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(Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment (ten opzichte van de symmetrieas) van het
omwentelingslichaam dat we bekomen door het aangegeven vlakke gebied te laten wentelen
rond de y-as.

y2:4x, Yy==x

(Labo C13) Bepaal het traagheidsmoment (ten opzichte van de symmetrieas) van het
omwentelingslichaam dat we bekomen door het aangegeven vlakke gebied (gelegen boven
de z-as) te laten wentelen rond de z-as.

1
r=—gy' 44, y=-z y=0

Bereken het traagheidsmoment van volgende omwentelingslichamen ten opzichte van hun
omwentelingsas.

1. y=4r—2*y=0, as/axex

2. y=4dx—2%,y=0, as/axey

Beschouw het vlakke gebied begrensd door de kromme y = cosz, de z-as en de vertikale
rechten x = 0 en z = 3. Bereken

De oppervlakte van dit vlakke gebied

Het volume van de omwentelingslichamen die we bekomen door dit gebied te laten wentelen
rond de z-as en rond de y-as.

De traagheidsmomenten van het vlakke gebied ten opzichte van de coordinaatassen.

Het traagheidsmoment van het omwentelingslichaam, bekomen door wenteling van het
vlakke gebied rond de z-as, ten opzichte van deze omwentelingsas.

Beschouw het vlakke gebied begrensd door de krommen y = cosx, y = sinz en de y-as.
Bereken

. De oppervlakte van dit vlakke gebied

Het volume van de omwentelingslichamen die we bekomen door dit gebied te laten wentelen
rond de z-as en rond de y-as.

De traagheidsmomenten van het vlakke gebied ten opzichte van de coordinaatassen.

Het traagheidsmoment van het omwentelingslichaam, bekomen door wenteling van het
vlakke gebied rond de z-as, ten opzichte van deze omwentelingsas.
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1
Vi—z2’
rechten x = 0 en x = 1. Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat men bekomt

door dit vlakke gebied te wentelen rond de y-as. Bereken eveneens het traagheidsmoment
van de vlakke figuur ten opzichte van de z-as.

de z-as en de vertikale

¢ 11.39. Beschouw het vlakke gebied begrensd door de kromme y =

# 11.40. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de kromme y = v/2x — x2 en de verticale
rechten x = 0 en x = 2. Bereken het volume van de omwentelingslichamen die je bekomt
door dit gebied te wentelen rond de z-as en rond de y-as.

2

# 11.41. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de krommen y = 2z — 22 en y = 322 — 6.

Bereken het zwaartepunt van deze vlakke figuur.

# 11.42. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de kromme y = 182 — 622 en de rechte y = 6z.
Bereken het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat men bekomt door de vlakke
figuur te wentelen rond de z-as.

¢ 11.43. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de kromme y = ﬁ, de z-as en de rechten

x = 2 en x = 5. Bereken het traagheidsmoment van de vlakke figuur ten opzichte van de
y-as.

# 11.44. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de krommen y = —2z2 + 162 — 20 en y =
x2 — 52 + 10. Bereken het traagheidsmoment, ten opzichte van de omwentelingsas, van
het omwentelingslichaam dat we bekomen door deze figuur te laten wentelen rond de y-as.
Bereken de verhouding tussen dit traagheidsmoment en het volume van het beschouwde
lichaam.
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¢ 11.45. Beschouw het vlakke gebied begrensd door de kromme y = Inx, de z-as en de verticale
rechten x = 1 en x = e. Bereken het zwaartepunt van het omwentelingslichaam dat men
bekomt door dit gebied te laten wentelen rond de x-as.

¢ 11.46. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de kromme y = 3 + /4 — 22, de x-as en de
rechten x = —2 en x = 2. Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat je bekomt

door deze figuur te wentelen rond de z-as.
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Oplossingen - Solutions

11.1.
3. e—1
2 s 1
2
11.2.
1
1. —
30
5. 14
2. —1+>In—
T3y
3. 4—1n9
2 1
4 £(3+1)__
44 2
3
5 —(ln(2—\/§)+§)
11.3.
5. Z 9. 0
1. 1In(5) 2
2. 1 6, 2 10. 4In7
2
2
3. ~In(2) 208 11 4
3 7. -2 7
4. = 1 15
T 12 g 993 12. <
10
11.4.
, 26 56
2. % 6. 12
64
9 7. =
9
92 )
115 125 250
2
L2 5
3
2. 9 g N 6. =
3 3

13.

14.

15.
16.
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11.6.
11.7.
11.8.
11.9.
11.10.
5
2. 8r

to|ﬁ

mab

24+/3

327
2567

15
3T

10
24w

Qﬁﬁ 10 1757
15 3

8T 3T

3T o127
10 15

1287

13, ——
3

14. 6257
15. 27nw
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11.11.
V1 + 4a? 1
1. 5 3. %+Zln(2a+\/1+4a2)
2
V4
11.12. 3 3 198 16
T = — Uy = — M = — M 4 —_
xr 4, y 57 xT 157 Yy 75 3
11.13. 3 54 54 27 9
r= y = — Mw:_vM:_a =5
x 27 ) 5 ) 5 Yy 4 S 2
11.14. 4 16
T — = — M. = —_ M — _
X 07 Yy 57 x 157 Y O’S
11.15. 18 9 81 394
rT = — —— Uy = — MQ?:_7M :——75—18
X 57 ) 87 4 Yy 5
11.16. 16 4
T=—, y=—, M, =12,M, =16,S = 3w
3 T
11.17. 9 9 19 94 8
r = — y=——= M:r:__7M:_7S:_
T 57 Yy 107 5 ) 5 3
11.18.
1z 3 _ 8
. T = = —
1 Y75
27
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11.19. . 198
_ T
.’,E:Z, MyZ:257T,V:T
11.20. 5 32 256
T Y
T = — M », = —,V = —
Ty v= = 73 15
11.21. 27 729 108
T T
T — — M z = y =
AT y A
11.22. /3
3v3
i="" M,, =576,V = 128V/3x
11.23. 5 1ug
F= 0 A = 8n(1+1n3),V = drln3
In3
11.24. . 016
v
y = = sz =1 ) - =
V=75 087w,V 3
11.25.

8l
I
oo | ot
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11.26. A ; <
1. I,=-==5, I, ==5, S =-
5 Y 3
128 2
2. I,=—"-8, I, ==85, =2
15 S Y 3S S
9 3
Ix — ; I = =, = —
3 S Y 45 S 5
11.27. 0
I,==8, S =36
Y5
11.28. " r
I, =—38, S="—
35
11.29.
h2
I= ES, S = BH
11.30.
_ 4096 128
Y105 35
128 4
I = — = —
Y15 5S
11.31. 16
I, = —V,, V, = 167
3
11.32. 198 519
T
1 Ix = a7 Vo, r — "1~
21 Vi Vi 15
32 1287
Iy gvy, Vy - T
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11.33. %0 61
T
Im__vma Vw:—
9 5
11.34. r 198
T
I, =—V,, S —
3 Y Vy 15
11.35. 0 198
v
5_3%’ %:77
11.36. 65536 128
1. I, = T_ 20y
315 21
40967 32
2. I, = =2V
Y 15 5 Y
11.37.
S =1,
2
T
Vx_z7
Vy = 7% — 2,
2
Ix:_a
9
2 _
Iy_ﬁ 87
4
L8
32
11.38.
S=v2-1,
T
Vx_§7
T
Vy = §<\/§7T_4)7
5v2 — 4
Ixziv
18
;T2 32V2 432
y_ 16 b
T
I, =~.
4
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11.40.

11.41.

11.42.

11.43.

11.44.

11.45.

11.46.
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2 3 3
voo 2 Y3 _ V3
2++3 36 67
4
N
1@ 4
xr = = ——
y Y 5
_ 8
Tr=c
7
6+ 1n2
I, =
v 2
6426 68 1897
Iy: 5 :gvy, Vy:T
_ e —1
xr =
4(e — 2)
14
Vx:%-i-lQTrQ
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DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

» 12.1. Bepaal de orde van de volgende differentiaalvergelijkingen.

y 4+ 3y =sinx

Y + Scy2 = sinz + cos® x

(y')* +3y" = a'e”

y" +3y' + 5y =sinz

("3 () + 32Ty (i) + 5y? = sinz'0

AR

» 12.2. Schrijf volgende differentiaalvergelijkingen (van eerste orde) in de alternatieve vorm. Bepaal
het type van de differentiaalvergelijking.

x 5 5
1. =2 4 )_ T +3zy + vy 7wy + ey +tgx =0
9 r_ Y 9 5 x*dx +y dy =0
YT 5 r_ 3o+ 10zy + 3y 2 3 o
ye® Y= 5x2 + 6xy + 3y 9. x%y dr + e’ sinydy =0
= —— 2 2 .
v ~ tgxcosy 6. y' +6sinzy=e" 10. (2 +y°)dx + 2zydy =0
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12.3. (Labo C14) Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

d
1. Y oaVa211,  y0)=1

dx
dy 9 1
2. =9 =
3. €%+ 2x62y@ =0
dx

4. ydr+ (2\/ry — x)dy
(322 + 6xy?)dx + (62%y + 4y*)dy =0,  y(0) =1
dy

6. a—Qy:thsint, y(0) =2
7. (z—yydr —zdy =
dy _y
8. WY 4
de  x
dy
9. 2% _y—z_2
dr 777
2, .2
0.y =228y =2
Yy

11, 32%y*dr + (223y + 4y°)dy = 0
12. (2?2 +1)ydx+dy=0, y(—1)=1
13. 2z +3y+4)dxr+ 3z +4y+5)dy =0

14. y'tgr+y= o~

15. (y? — 2®)dz + zydy =0
16. (14 23)dy = (1 +y*)dx
17. zdy — 2ydx = (z — 2)e"dx

12.4. (Labo C14) De raaklijn aan een kromme y = f(x) heeft in elk punt een helling = — \/x,
x > 0. Bepaal de vergelijking van deze kromme indien men weet dat ze door het punt
(1,2) gaat.

12.5. (Labo C14) De snelheid waarmee een populatie ooievaars toeneemt is %, P is het aantal

aanwezige dieren. Als er vandaag 50 ooievaars zijn, hoeveel zijn er dan binnen 12 jaar?
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12.6.

(Labo C14) Een tank waarin chocolademelk wordt gemixt bevat oorspronkelijk 460 1 melk

en 40 1 chocoladesiroop. Per minuut voegt men 2 1 chocoladesiroop en 8 1 melk toe.
Tegelijkertijd stroomt er 10 | van de mengeling weg. Hoeveel 1 chocoladesiroop zit er in de
tank na 10 minuten?

&% 12.7. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

A

ydy — 4xdxr =0

y2idy — 32°dx = 0

2y = y*(x — 4)

1+ 2%y +9y°+1=0
(1+a%)y' =1+y

2
, Cos“y

sin? x

10.

11.

12.

&% 12.8. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

1. Qxydy:( 2 _

2. xsin =

3.

4.

- y/ _ x2+y2
2zy

y*)dx

(z +y)de = (z — y)dy

7. x(x+y)dy =y de

& 12.9. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

1. (2* +y)dr + (y* + x)dy = 0

2. (z+e

Tsiny)dr = (y+ e~

3. xdy+ (y+22°)dx =0

T cosy)dy

4.
5.
6.

ydr —xzdy =0
(1+y)dx — (1 —x)dy=0
1ty

1+ 22
V1 —z2dy = /1 - y2dz

dy =20

1_
e’ tgydx + 26
cos

(z — y*z)dz + (y — 2°y)dy =

(ydw + xdy) + y cos —(xdy ydz) =0

(z2 — 2y )dy + 2xyde =0
(x —2y)dy + (y + 4x)dx =0

(2% + y)da + (x — 2y)dy =
=)y =y

2(3zy? + 22%)dx + 3(22%y + y*)dy =

0

0

0
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& 12.10. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

1 o =3y + e 7. xdy+ 3y —e®)dx =0

2. Yy -ry=u 8. y’—x?lz(;pjul)?’

3. tgxy +y= o~ 9. y/_%yzexmn

4. y’+§y=6x3 10. ¥ +y=e”

5. xy —y =223 11. oy +coszy = %sin2x

6. xy +y= 21"y 12. (z—2%)y + (222 — 1)y — 2> =0

#r 12.11. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.
1. oy — 5y = 80xe”
e_y
(1+x?)cosy
3.y —10y = e'%

/

2. y =

1
4. o =
Y V1 — 22 arcsiny
5. y + 3y = 26cos2x
' x+1
7.y + 327y = 327 cos(x?)

8. xy +3y= >
—x

9. xy' + 3y =sin2z

4

11. 2’ + 2z = sint, 2(
1

12. =y 42y = 2422, y(0) =5
x

1

13. ﬁy' + 3y = 2423, y(0) =5
T+ 95

x(x? —1)

15. (x—3)(z+5)y +8y=4(z+5)?

14. xy' +4y =
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12.12. (Labo C15) Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

10.

11.
12.

13.
14.

15.

d?y

& 12.13. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

dx2:4(84x+1)
dzy
@:—16Sin4x, y(m)=m+1, y'(m)=1
d*y Y 3
d e
d*y dy
1—2%)—2 +22-> =0 0)=0, ¥'(0)=4
(1=a%) 5 +22-- =0, y(0)=0, y(0)
d?y dy
29 3% oy =
dt2 3dt 0y =0,
P’y dy
T3 g~ =0, y(0)=0, y(0)=5
d?y y
2 T2 Ty=0 y(0)=3 y(0)=1
d?y
T2 T =0, y(0)=3, '(0)=-3
d?y  dy
— 7y =
dz? dx+5y 0
y” = ret —+ cosx
y//+3y/_4y:0
P’y | dy
2 _
x E‘f‘w% =a
my”-l—y'-l—x:@
P’y dy
dx? dx+ y=0
1. 3" = —xe® —cosx
2. ¢y =3x+2
3. eQxy”=4(64x+1>
4. y”:—98in3x
d?s
5 w—g
6 xy//:
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& 12.14. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

ny// + my' -1

xy// + y/ + T = 0
xy” — 3y +4x =0
2
zy” —y =83

2 x

1

2

3

4. o' —y' =2z -2
)

6. zy’ —y =ax°e
7

y" + 1y tgx = sin 2z

& 12.15. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

1. ' =3y +2y=0 7. Yy — 4y +5y=0
2. Yy +5y +6y=0 8. y'+4y +3y=0
3. v —4y =0 9. y'—4y=0
4. y' -2y +y=0 10. 3" +2y —3y=0
5. ¢ +9y =0 11. ¢ +4y=0
6. v’ —2y +5y=0 12. ¥ +2¢y +y=0

12.16. (Labo C16) Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

© 0

10.

N o

Py dy

@—3%+2y:2x2—5x+3

% - 3% —10y=5¢",  y(0)=0, y'(0)=0
%4—4%4—133:%@ s(0)=0, s(0)=0
%—4y:4x

y" + 4y = 2sin 2z

y" +3y —dy =2,

y" 42y’ + 10y = 5sin 2t,
2

% —6%4—93;26230,

y"” + 9y = cost

y" + 9y = 3 cos 3w
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& 12.17. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

Ly +9y=(2241)e3* 7. y' —y=5x+2

2. Y/ —y=¢€" 8. y'—3y =2—-6z

3. Yy —9y= (2% +1)e* 9. o'+ 4y =2sin22

4. '+ 20 +y=2a%" 10. y" +4y' + 3y =62 + 23
5. o —Ty +12y =z 11y +4y=¢*

6. v +1y —2y=8sin2x 12. y" —y = cos2x — 2sin2x

#r 12.18. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op.

y" — 3y’ 4+ 2y = 10z sinx — 5sinx + cosx
y" — 3y + 2y = dxe®®
y// _4y/+4y — 1062‘r

1.

5 12. " +4y" + 13y = 50ze™ 7,
3

4. " -5y + 6y = 10e>*

5

6

y(0)=1, y'(0)=5

13. y” — 9y’ + 20y = 580 cos(2z),
y(0) =20, y'(0)=-18

14. 3" — 2y’ +y = cost,
y(0) =y'(0) =0

y" + 3y’ — 18y = 324xe>”
y" + 2y — 24y = 200ze*®

=«

y}%%+®=”%%mi 15. ¢ — 6y + 8y = 14¢™,
8.y =2y’ By = 2007~ 1987 y(0) = 3,4'(0) =17
y/(/O) = /—1, y'(0) =1 3 16. y" — 5y + 6y = 11e**,
9. y"+3y — 18y = 324xe’” y(0) = =5,(0) =6
10. y" + 2y — 24y = 200ze™ 17, y" =2y +5y = 207 — 19¢7,

11. y”" — 4y — 6y = 52sin2t,

y(0) = 4,/(0) = —11 y(0) = —1,4/(0) =1
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Oplossingen - Solutions

12.1.
1. 1 (v)
2. 1 (v)
3.1 (v)
4. 2 (y")
5 2 (y")
12.2.
1. xdx —ydy =0, gescheiden veranderlijken /variables séparées
2. ydxr —xdy =0, scheidbare veranderlijken /variables séparables
3. ye*dr —tgxcosydy = 0, scheidbare veranderlijken/variables séparables
4. (2 + 3zy + y?)dx — (22° + xy + y*)dy = 0, homogene differentiaalvergelijking /équation
5. (32% 4+ 10xy + 3y*)dz + (522 + 6xy + 3y*)dy = 0, homogene differentiaalvergelijking/équ
6. (6ysinz —e®)dx +dy =0, lineaire differentiaalvergelijking/équation différentielle linéair
7. (ey+tga)dr + xdy =0, lineaire differentiaalvergelijking/équation différentielle linéaire
8. oy = —x—z, gescheiden veranderlijken/variables séparées
, yx2y3 . . . ,
9. y =— T siny’ scheidbare veranderlijken/variables séparables
, 4y . : U .
10. ¢y ' =— Sy homogene differentiaalvergelijking/équation homogene

totale vergelijking/différentielle totale
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12.5.

12.6.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

3

1, ., s 2
_ — 12 —
Yy 3(x+ ) —1—3
1
2 — 2
ze® =C

\/§+ln|y|:C
Y

3+ 3%yt 4yt =1
y = e**(3 = cost)

y:

xz=Cev
y=xln|—

x
y=—x+Ce?
y? = 22 Ina? + 422
B4yt =C
y = 8—%(&:34—3%4—4)

2?4+ 3zy + 2y +4x 4+ 5y =C
ysinx =z + C

zt =222y = C

arctgy = arctgz + C

y = e® + Cx?

70

50, 871
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12.7.
12.8.
12.9.
12.10.

1.

2.

3.

4.

D.

6.

1. y*=42>+C

2. 2y =32%+C
2

3 . X
' y_C'xQ—I—m—Q
C(1 + z2)%
g po CUH TR +3x)2—1
i

arctgy = arctgx + C
tgy = —cotgx + C

7. y=0Cx
g y:—x+C
r—1

9. arctgy = arctgz + C

10. arcsiny = arcsinz + C
11. y=arctgC(1 — ¢*)3
C + 22
12. y*=
Y x?—1

C+ a3
1. %= - 5 =4 Ca
1
2. CL’y:CCOSg 6. arctgg——ln|x2+y2|zc
. r 2
2 3 _
Y- =C 7. mlyl+Y=c
4. 42”422y —29y* =C x
1 4 1, |
L 5 — 1, .
2ogt ety =0 5 gy yt=0
3. ?ng—lx?’ 6. 3022 +at+45=C
r 2
y=—e¥ 4 Ce™
z2 7. y=x"te" — 20 %" + 203" + Cx 3
y=—-1+Ce=z .
x
y=21C 8 y=(@+1(F +z+0)
msén-fC 9. y=a"e" +Cx"
V=T 10. y=ze "+ Ce™™
y:xg‘i'c,l’ 11. y:Sinx—1—|—Ce—Sinw
Ce” 12. y=x+ Caz\/1 — 22
y:
x
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12.11.
1. y=—20ze® — 5e* 4 Ce®

1 1
2. §eycosy+ Qeysiny—arctgx:C'
3. y=uze!" 4 Cel™
4. yarcsiny + /1 — y? — arcsinz = C
5. 1y =4sin2z + 6cos2x + Ce 3*
6. y=tg(2y/x —2arctg/x + C)
1 1
7. y= 5 cos x>+ B sing® + Ce ™
< _ 2aresing  V4—22 C
Y x3 212 a3
1 1 1 C
9. y:—50082x+2—3328in2x+@0082x+4—x3
L0, y:m?’—mQ—i—C’x—C
2(z+3)

1
11. = —— t+ —=sint — —
z r cost + o sin o

12. y=1222 — 12+ 17e %
13. y=823—8+ 13"
1 5 3lnjz—1-2ln|lz+1|+C
222 g3 x4
4
15,y Bt O +o)
(z —3)

14. y
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12.12.
1. y:7+.’L’ —|—Cl.’b+02
2. Yy = 62‘r + 6_2‘r + 01.513 -+ CQ
3. y=sindr —3x+4r+1
4. y:x4+C’1x2—|—C'2
4
D. y:—§x3+4x
6. y=Cre + Che 2t
7. y = eBw _e—2w
8. y=-e “(4z +3)
9. y=3cos3x —sindzx
10. y=e*(Cycosz + Cysinx)
11. y=(x—2)e* —cosx + Crx + Cy
12. y=Che® + Che™?®
13. y= gan |z| + C11n |x| + Co
1
14. y=Ciln|x| — ZxQ + Cs
15. Yy = C’162aC + CQ.IGQQC
12.13.
1. y=coszx—xe®+2e"+Cax+ D 4. y=sindzr+Cx+ D
1 1
2. y:§x3+x2+0m+D D. s:ith—l—Ct—l—D
3. y=e*4e**4+Cx+D 6. y=2zxlnx+Czx+ D
12.14. 1
1. yzilnzx—l—C’lnx—I—D
1, y=a*+Cz*+D
2. y=—2"+Clnz+ D 5
4 6. y=ze*—e"+Cx*+ D
2 4
3. y=a"+Ca"+ D 7. y=—-x—sinzcosz + Csinz+ D
1
4. y:§x3+06x+D
12.15.
1. y:Aem—l—Bezx 7. y:AeQwsinx+BeQ$cosx
2. y=Ae ?* 4 Be™3® 8. y=Ae 3" 4 Be™®
3. y=A+ Be® 9. y=Ae** 4 Be™*®
4. y = Ae®” + Bxe® 10. y= Ae® + Be 3*
5. y= Acos3z + Bsin3z 11. y = Acos2z + Bsin2zx
6. y= Ae” cos2x + Be” sin2x 12. y= Ae * + Bre™™
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12.16. 1 5
L. y201€2$+026$+x2+§$+1
9 5! 5
92 — _ " 2 Y =5z < 3z
V=g gt e
1 1 3 1
_ _2t o . i -~ . o
3. s=e 12081n3t+400083t)+4osmt 4Ocost
4. y201€2$+026_2$—$
1
5. yzClsin2x+Cgcos2x—§xcos2x
2.1 . 1, 3 13
0.y =35+ 15° 47 TR T 3
5 10 15 5
7. y:e_t(ﬁcosi%t—@sin3t)+%sin2t—1—3(:os2t
8. y=—e" 4 2xe’® 4
1
9. y:ClcOSSt+Cgsin3t—i—§cost
1
10. y = Cicos3x + Cysindzx + §x sin 3x
12.17.

1. y= Asin3x + Bcos3x . w2 6
6. y= Ae* + Be —gCOSQIE—gSlIlQ.’L‘

1
+ —— (922 — 62 + 10)e**

162 7. y=Ae® + Be ¥ —bx —2
1
2. y:Ae_m+Be$+§xe$ 8. y=Ae* 4+ B+ 22
_ 1
3. y=Ae* 4 Be ™3 9. y:ASin2$+BCOSQ$—§IECOSQI
1
+1—%(6x2—3x2+19x)e3x 10. y=Ae ™+ Be 3 + 21 +5
1
1 — A - .3
4 y:A€_$+BQIZ6_‘T+E$4€_$ 11. y = Asin2x + Bcos2x + 136””
1 2
5. — At o Be3T 4 12. gy e’ + Be cos2x + — sin2x
Y e + Be +12x—|—144 5 5
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12.18.

1. y= Ae® + Be*™®
+3zcosx +xsinx — 2sinx + 2cosx 10. y:Ae“—l—Be_Gx

2. y= Ae® + Be®* + 222%e* — 4xe?® + 1022 — 2ge”

3. y= Ae** 4+ Bxe*® + ba?e®® 11. y=2e* 4+

4, y= Ae?® 4+ Be3® — 10xe3* + cos 2t — 5sin 2t

5. y= A’ + Be 0" 12. y=e **sin3x 4 2e > cos 3z
1182263 _ 4pede +bxe ¥ —e®

6. = Ael™ + Be O 13. y=2e** 4 2¢°°
1102264 — 2pete + 16 cos 2x — 18 sin 2x

7. y=Ae ?* 4+ Be 3 14. y= %tet — %sint
—Te*cosx + 1le*sinx 15. y = Tzel® 4+ 264 4 2

8. y= el cos 2t + 2¢' sin 2t 16. y— 112637 4 563T _ 10622
+4t° 17— 4t =2 17. y = 2e’'sin2t + e’ cos 2t

9. y=Ae3” 4 Be LA 24— D

+ 1822e3% — 4ge3®
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LAPLACE-TRANSFORMATIE

13.1. (Labo C16) Los de volgende differentiaalvergelijkingen op met behulp van de Laplace-
transformatie.

1. 2’+z=1, z(0)=0

d

2 2%—3;23:—2, y(0) =3
3. 2 +9r =1, z(0)=0, 2'(0)=0

d’y | dy
4. e 2— = — ! — 1

Tz T2ty =0, y0)=3, y(0)
5. x4 3z 4+ 2z =1, z(0) =0, 2'(0)=0

d’r  dx )
6. P 2z = 8sin 2t, z(0) =0, 2'(0)=1
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& 13.2. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op met behulp van de Laplace-transformatie.

1
2
3
4.
5
6

2 +9r=1, =z(0)=
2" + 32" 4+ 2z =1t,
2" + 22’ + 5x = sint,
x” + 4x = sin 3t,
2 4+37 +20 =0, =

" — 32" + 2z = e,

2'(0) =0

z(0) =2'(0)=0

2 13.3. Los de volgende differentiaalvergelijkingen op met behulp van de Laplace-transformatie.

1.y +y=2e, y(0) =0 >
2.y + 4y = 25sin 3z, y(0) =0 6.
3. Yy —y =€, y(0) =2 ;
4. y +y= 2 y(0) =0 9.

y" + 2y’ — 24y = 400sin(2z),
y// + 3y/ _ 18y = 360 008(31;)7

y" — 8y + 15y = 4€°®,

y" — 4y’ + 4y = 8sin 2z, Y

y" — 2y + 2y = 5sinz,

Yy — by = 25, y(0) =1
y' + 5y = 29sin 2z, y(0) =5
y' — 3y = 4e°”, 1

y' — 3y = 10sinz, y(0) =4

y' — 10y = 50022, 1

y(0) =8, y'(0)=2
y(0) = =5, ¢'(0) = —12
y(0) =y'(0) =0
(0)=4'(0)=0
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13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

Oplossingen - Solutions

1 3 1
I
x 2 4+e 46
6 7
x:—gCOSZt—gSiDQt—l—get—e_Qt

1
1. 5(1 — cos 37)

1 3 1
2. Qx_i_ie_%-i_e_m
3 €7 Sin 2 + —e % cos 2z + x si 1
o~ _ —SINX — - COSX
1
4. 1—Osin2m—gsin3$
5. —3e %" f4e "
1 2 1
6. e + e 4 —e”
12@ +3€ +4€
o — 5z — 14 2¢%®
e’ —e
. » — 2c0s8 27 + Hsin 2z + Te™°*
—3cos3x +4sin 3z + 3™ 5 3
2e°" — e’

eQw 4 ew

22— 20 +2— 2"

Sl W o=

—cosz — 3sinx + 5e3®

—502% — 10z — 1 + 2¢10

© ® N o

e 5% 4+ 9e*® — 2cos 2z — 14 sin 2z
5¢ 5% 4+ 2¢3% — 12 cos 3z + 4sin 3z
— %% 4 37 4 2™

— 2% 4 22€*® 4 cos 2z

e*sinz —2e®cosxz 4+ 2cosx +sinx
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DUBBELINTEGRALEN

14.1. (Labo C17) Bereken volgende dubbelintegralen.

4 2
1. / / (22 + y?)dydx
2 1

2. //myexfdxdy, R:0<z<2, 0<y<2
R

1ol 2
3. / / dydz
o Jo 1+y?

4. //4xydxdy, D:y—1<z<1-—y? -2<y<l1
D

&% 14.2. Bereken, met behulp van een dubbelintegraal, de oppervlakte van het gebied bepaald door

z? =4y
8y = x> + 16
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&% 14.3. Bereken, met behulp van een dubbelintegraal, de oppervlakte van het gebied bepaald door

y =sinx
Y = COST
7
<< —
- 4

&% 14.4. Bereken, met behulp van een dubbelintegraal, het volume van het lichaam, begrensd door

z2=124+y—a?
=1

y = x?
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14.2.

14.3.

14.4.
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Oplossingen - Solutions

. 0
3
9 e8—9
8
T
3. 19
g
2
g
3
V2 -1
569
140
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HOOFDSTUK 15

NUMERIEKE INTEGRATIE

15.1. (Labo C17) Bepaal een benaderde waarde voor de volgende integraal met behulp van (a)
de midpoint regel (n = 8), (b) de trapeziumregel (n = 8) en (c) de regel van Simpson
(n =4). Bepaal eveneens (d) de exacte waarde van deze integraal door toepassing van de
basisstelling van de integraalrekening.

4
/ V16 + zdx
2

15.2. (Labo C17) Bepaal een benaderde waarde voor de volgende integraal met behulp van (a)
de midpoint regel (n = 6), (b) de trapeziumregel (n = 6) en (c) de regel van Simpson
(n = 3). Bepaal eveneens (d) de exacte waarde van deze integraal door toepassing van de
basisstelling van de integraalrekening.
3 T
/ 26 dx
o r4+1
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15.3. (Labo C17) Bepaal een benaderde waarde voor de oppervlakte van het gebied, begrensd
door de kromme y = ﬁ de z-as, z = 2 en x = 3, met behulp van (a) de trapeziumregel

(n =4) en (b) de regel van Simpson (n = 2). Bepaal eveneens (c) de exacte waarde door
toepassing van de basisstelling van de integraalrekening.

15.4. (Labo C17) Beschouwen we het vlakke gebied, begrensd door de kromme y = \/961_7, de

x-as, £ = 1 en x = 2. Bepaal het volume van het omwentelingslichaam dat we bekomen
door deze vlakke figuur te wentelen rond de z-as, met behulp van (a) de trapeziumregel
(n =>5) en (b) de regel van Simpson (n = 3). Bepaal eveneens (c) de exacte waarde door
toepassing van de basisstelling van de integraalrekening (schijvenmethode).

15.5. (Labo C17) Beschouwen we het vlakke gebied, begrensd door de krommen y = x en
y = (z — 2)%. Bepaal het volume van het omwentelingslichaam dat we bekomen door deze
vlakke figuur te wentelen rond de as = —1, met behulp van (a) de midpoint regel (n = 6),
(b) de trapeziumregel (n = 6) en (c) de regel van Simpson (n = 3). Bepaal eveneens (d)
de exacte waarde door toepassing van de basisstelling van de integraalrekening.

15.6. (Labo C17) Bereken een benaderde waarde voor de oppervlakte van het plein (Figuur 7)
met behulp van de trapeziumregel en de regel van Simpson.

12 15 15 20
18 13

0 5 10 15 20 25 30

Figuur 7.
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15.7. (Labo C17) Schat het volume van de tol (Figuur 8) met behulp van de trapeziumregel en
de regel van Simpson .

R=0 cm

R=5cm

R=20 cm

R=30 cm

R=15cm

R=8 cm

R=5cm

Figuur 8.

15.8. (Labo C17) Schat de inhoud van de vijver (Figuur 9) door twee keer de regel van Simpson
toe te passen.

8m

Figuur 9.
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&% 15.9. Bereken een benaderde waarde voor de volgende integralen met behulp van de regel van
het centrale punt (n = 6), de trapeziumregel (n = 6) en de regel van Simpson (n = 3).

1,
1. / e 2 dx
0

©w
h
[\
)
|
mﬁ\,
oY
)

¢ 15.10. Bereken een benaderde waarde voor de bepaalde integraal

6
/ Qm dx
o r-+1

met behulp van de regel van Simpson met n = 3. Vergelijk het resultaat met de waarde
die je bekomt door gebruik te maken van de basisstelling van de integraalrekening.

#» 15.11. Bereken de bepaalde integraal
2
/ xV2x — 2%dx
0

door gebruik te maken van de trapeziummethode (n = 4) en van de methode van Simpson
(n=2).

& 15.12. Bereken de bepaalde integraal

2
/ \V2x — 22dx
0

door gebruik te maken van de methode van Simpson (n = 3).

# 15.13. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de kromme x2 + y? = 25 en de rechten z = 1
en x = 3. Bereken, met behulp van de regel van Simpson (n = 2) en de trapeziumregel
(n = 4), het volume van het omwentelingslichaam dat men bekomt wanneer het vlakke
gebied wentelt rond de y-as.
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¢ 15.14. Beschouw het omwentelingslichaam dat we bekomen door het vlakke gebied, begrensd door

de kromme y = \/963_7, de z-as en de rechten z = 1 en x = 4 te wentelen rond de z-as.

Bereken, met behulp van de regel van Simpson (n = 3) en de trapeziumregel (n = 6), het
volume van dit omwentelingslichaam.

¢ 15.15. Beschouw het vlakke gebied, begrensd door de kromme y = cos4x, de z-as en de rechten
r = —% en x = 0. Bereken, met behulp van de regel van Simpson (n = 3) en de
trapeziumregel (n = 6), het traagheidsmoment van deze vlakke figuur ten opzichte van

de z-as en ten opzichte van de y-as.
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15.1.

15.2. (a) 4,36692;

15.3. (a) 0,4471;

15.4. (a) 0,289

15.5.

15.6. 432, 5m2,

15.7. 51,0721dm?
15.8. 13,68m3

15.9.

15.10.

(a) 8,716807;

(a) 31,9375,

Oplossingen - Solutions

(b) 8,71676;  (c) 8,71679; (d) 8,71679
(b) 4,35977;  (c) 4,36594
(b) 0,4458;  (c) 0,4558
(b) 0,2887; (c) 0,287w
(b) 30,625m; (c) 31,5m; (d) 31,57
438, 33m?
54, 7789dm’
1. M =0,85628, T =0,85219, S =0,85563
2. M =1,19306, T =1,19877, S =1,19499
3. M=1,19754, T —=1,19379, & —1,19627
4. M =1,37192, T =1,36845, S =1,37077
5. M =0,78598, T =0,78424, S =0,78540
S =1,80066, E =1,80546
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15.13.

15.14.

15.15.
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T =1,36603, S =1,48803, E =1,57080
S =1,52601
3
V= / Ara/25 — x2dz, T =223,64686, S =224,41177, E = 224,41656
1
o
V = / m dz, T =1,52280, S =1,48062, FE =1,47656
1+
01
I, = / ~| cos 4z|*dx,
=3
T=0,11122, S=0,11194, E=0,11111
0
I, :/ 22| cos 4z|dx,
T=0,11331, S=0,10921, E =0,11278
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FOURIER-REEKSEN

16.1. (Labo C18) Bereken de Fourierreeks van de volgende periodische functies (met periode 27).

-1, x €] —m,0],
1. y=
2, z€]0,7).

2. y:W;x, x € [0,2n|
2
3. y:Z7 .’,EE[—W,W]
—cos, x €] —m,0],
4. y=
+ cos z, x €]0, 7.
0, x €] —m,0],
5. Y=
x,  z€]0,7].

7y 16.2. Bereken de Fourierreeks van de volgende periodische functies (met periode 27).
4, x €] —m,0],
1. y=

2, z €]0, m].
2. y= -3z, x € [0, 27|
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Oplossingen - Solutions

16.1.
1 6 1 1
1. f(x):§+%(Sinx+gsin3x+gsin5x+...)
: 1. 1.
2. f(x)zsmx+§sm2x+§sm3x—|—...
3. f(e) =" + Leos2e — Leosse +
. z) = 15 —COST+ ycos2w — geosdz ...
8 (1 2 3
4 f(x):;(§sin2x—i—1—58in4x+gsin6x+...)
5. flo)="_2 + T cosde+ oz cos5r+ ... ) + (sinz — 2 sin2z + = sinda +
x)=———|cosz+ - cos3z+ ——cosHr + ... inz — —sin2z + -sin3z + . ..
T L R R THETRR 3"
16.2. 19 1 1
1. f(x):1——(Sinx—l—gsin?)x—i—gsinSx—l—...)
7T

1 1
2. —3m+6(sinz + §sin2x—|— gsin?)x—i—...)
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BESCHRIJVENDE STATISTIEK

& 17.1. De bijgevoegde tabel geeft de resultaten weer van een experiment waarbij 50 mensen
gemeten werden. Stel deze resultaten grafisch voor met behulp van een histogram, de
frequentiepolygoon en het ogief. Bereken het gemiddelde, de mediaan en de modus van
deze resultaten. Bereken de standaardafwijking van de resultaten. Bepaal D4, Pig en Pyg.
Construeer een boxplot.

Class Abs. freq.
[150, 155] 4
[155,160] 7
[160, 165] 18
[165, 170] 11
[170,175] 6
[175,180] 4

Tot. 50
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& 17.2. De bijgevoegde tabel geeft de resultaten weer van een experiment waarbij de reactietijden
van 50 mensen gemeten werden (in seconden). De resultaten werden afgerond tot op een
tiende van een seconde. Stel een frequentietabel op. Gebruik hiervoor klassen met een
breedte van 1 seconde. Stel deze resultaten grafisch voor met behulp van een histogram,
de frequentiepolygoon en het ogief. Bereken het gemiddelde, de mediaan en de modus van
deze resultaten. Bereken de standaardafwijking van de resultaten. Bepaal D4, Pig en Pyy.
Construeer een boxplot.

2.0;1.8;2.3;2.1;2.0;2.2; 2.1, 2.2; 2.1; 2.1;
2.0;2.0;1.8;1.9;2.2;2.0;2.2; 2.4, 2.1, 2.0;
2.2;2.1;2.2;1.9;1.7;2.0;2.0; 2.3; 2.1; 1.9;
2.0;2.2;1.6;2.1;2.3; 2.0; 2.0; 2.0; 2.2; 2.6;
2.0;2.0;1.9;1.9;2.2;2.3;1.8; 1.7, 1.7; 1.8;

& 17.3. Zelfde vraag, gebruik dit keer echter klassen met een breedte van 2 seconden. Doe hetzelfde
met een opdeling in klassen met een breedte van 0.5 seconde.
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Oplossingen - Solutions

17.1.

17.2.

17.3.
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